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I. Teil. 

Die Entstellung, Entwicklung und 
das Wesen der Zahlvorstellung. 

1. Einleitung. 

Es ist ohne Zweifel eine vielumstrittene Frage, um die es 
sich beim vorliegenden Thema handelt, die Frage nach der Ent- 
stehung und Entwicklung der Zahlvorstellung. Beruht doch auf 
der klaren Erkenntnis derselben die Methode, vermittelst deren 
wir die Schulanfänger in die ersten Geheimnisse jener sicheren 
Wissenschaft der Mathematik einführen, welche die Menschen in 
einer Weise ausgebildet haben, die dem Uneingeweihten geradezu 
rätselhaft erscheint, und welche trotzdem, wie kaum eine andere 
Wissenschaft, auf der sichersten Bahn sich bewegt. So umfassend 
man aber das Gebiet der Zahl und deren Gestaltungsfähigkeit in 
den gewagtesten Rechnungsarten und Schlüssen ausgebildet hat, 
so wenig war man bis in die neueste Zeit über die Quelle ihrer 
Entstehung und Entwicklung im Klaren, ja Schulmänner, die sonst 
zu den tüchtigsten gehören, haben gerade auf diesem Gebiete die 
widersprechendsten Theorien zutage gefördert Woran lag das? 
Es lag an der gesamten Entwicklung und dem Stand der Psycho- 
logie. Es ist klar, dass sich auf dieser, der sinnlichen Beobachtung 
nicht immer offenen, sondern häufig geradezu verschlossenen 
und daher um so leichter trügerischen Spekulationen unterworfenen 
Wissenschaft eben deswegen die schroffsten Meinungen ergeben 
mussten. Je nach der Richtung, welche der eine oder andere 
Psycholog einschlug, und je nach der Grundlage, auf der er sein 
Gebäude errichtete, mussten auch die daraus gefolgerten Lehrsätze 



andere Gestalt gewinnen. Daher haben wir auch soviel Auf- 
fassungen bezgl. des Zustandekommens, der Entwicklung und des 
Wesens der Zahl, wie es psychologische Eichtungen giebt Die 
bisherige spekulative Psychologie wollte die psychischen Er- 
scheinungen auf einem mehr oder weniger spekulativen Weg 
erforschen, wollte die Theorien derselben auf dem Wege des 
abstrakten Denkens ermitteln. Aber in demselben Masse, wie man 
dabei von bestimmten, den Sinnen offen liegenden Thatsachen 
abwich und sich auf das scharfe Denken verliess, schoss man 
fehl! Je mehr man in Bezug auf einen unbewiesenen Glaubens- 
satz die zu ermittelnden Folgesätze erzwingen wollte, um so mehr 
geriet man. vom wahren Ziele ab. Man durfte eben nicht 
spekulativ, sondern musste empirisch verfahren. Auf 
Grund bestimmter, augenscheinlich bewiesener Thatsachen musste 
man, wie dies in der Physik und Chemie längst der Fall ist, die 
daraus sich ergebenden Wahrheiten ableiten, aber nicht den um- 
gekehrten, höchst trügerischen Weg der Spekulation betreten. 
Aus diesem Grunde ziehen wir bei den vorliegenden Betrachtungen 
die empirische Psychologie, die aus den Einzelerscheinungen 
bestimmte Gesetze oder Ergebnisse ableitet, zurate. Von ihr hoffen 
wir ein auf gesicherter Grundlage beruhendes Urteil zu erhalten > 
das in seinen Grundzügen standhalten wird. 

Die empirische (physiologische und experimentelle) 
Psychologie stützt sich in der Hauptsache auf die That- 
sache, dass alle geistigen Vorgänge mit einem, gerade 
bei dem Menschen am höchsten entwickelten Organ, dem 
Gehirn, in engem Zusammenhang stehen, und hat es sich 
zur Aufgabe gestellt, die Funktionen desselben zu erforschen. Dio 
experimentelle Psychologie hat die Aufgabe, die Thatsachen der 
physiologischen Psychologie zu prüfen und durch das Experiment 
zu erhärten. Die Erforschung der physiologischen Vorgänge im 
Gehirn ist eine neuere Wissenschaft, die noch weniger in Lehrer- 
kreise eingedrungen ist Ist es doch überhaupt erst ca. drei Jahr- 
hunderte her, dass die Wahrheit allgemeiner anerkannt wurde > 
der Sitz der Seele sei im Gehirn, während man denselben vorher 
meist ins Herz verlegte. Seitdem man aber jene Thatsache 
erkannt und ausgesprochen hätte, wurden im Laufe der Zeit 
namentlich in dein nunmehr zu Ende gegangenen Jahrhundert 
eine Keihe von Entdeckungen gemacht, die uns heute schon ein 
sehr brauchbares, solides Material über die geistigen Thätigkeiten 



an die Hand geben. Die Hauptlehre aber, welche die physio- 
logische Psychologie vertritt, ist diese: Seelenkräfte a priori 
giebt es nicht, sondern: alle geistigen Vorgänge, selbst 
die verwickeltsten, lassen sich zurückführen auf deren 
Ursache, die Empfindungen und die daraus hervor- 
gehenden Vorstellungen. Für das Zustandekommen eines 
jeden geistigen Vorgangs sind zwei parallel laufende Reihen 
vorhanden. Die eine liegt in dem ausserhalb des Indi- 
viduums liegenden materiellen Reiz, welcher die Ver- 
anlassung giebt, und die andere in der Empfindungs- 
fähigkeit des Gehirns. Will ich einen Gegenstand wahrnehmen, 
so ist vorauszusetzen, dass derselbe auch wirklich vorhanden ist 
und, dass der Geist die Fähigkeit besitzt, ihn durch Vermittelung 
der Sinnesorgane zu empfinden. Ein deutliches Beispiel hierzu 
bietet uns der Vorgang der Photographie: Das vor dem Apparat 
sich befindende Objekt wirft seine Lichtstrahlen auf die licht- 
empfindliche Platte und bewirkt dadurch eine chemische Zersetzung 
der auf ihr vorhandenen Substanz. Hierdurch bleibt eine Spur 
zurück, in welcher das Abbild zum Ausdruck gelangt. Wäre das 
Objekt ein anderes gewesen, so konnte niemals das erste Bild 
zustande kommen. Demnach hat auch jeder geistige Vor- 
gang in der Hauptsache zwei Pole: die Reize der Aussen- 
welt und die Empfindungsfähigkeit der Seele. Beide 
gehören eng zusammen. Die materiellen Reize können nichts 
Geistiges erzeugen, ohne die Voraussetzung einer psychischen 
Empfindungsfähigkeit und umgekehrt: der Geist an sich brächte 
nichts zustande, wenn er nicht ursprünglich von aussen her die 
Anregung dazu erhielte. 

Der Weg der materiellen Reize zum Gehirn geht durch die 
Sinnesapparate. Ihre Aufgabe ist, dieselben umzuformen und sie 
hierdurch der geistigen Welt anzupassen. Ohne gut funktionierende 
Sinnesorgane giebt es daher auch keine geistige Ausbildung. 

Wir sind jedoch nicht bloss imstande, Reize der Aussen weit 
zu empfinden, sondern analog dem photographischen Produkt 
auch festzuhalten. 

Das durch die Netzhaut des Auges empfangene und dem 
Gehirn vermittelte Bild eines Baumes z. B. lässt daselbst eine 
Spur zurück, die es ermöglicht, sich das Objekt auch dann vor- 
zustellen, wenn es den Blicken entschwunden ist Die Empfin- 
dung ist somit zur Vorstellung geworden. Während bei 



« 

ersterer die beiden parallelen Keihen von einander abhängig 
waren, hat bei der Vorstellung ein Aufhören des materiellen 
Reizes stattgefunden, es wirkt vielmehr nur noch das Produkt 
desselben, und dieses ist mit dem Geiste gewissermassen ver- 
schmolzen. In der Vorstellung erst sind die von den 
Objekten ausgegangenen und vom Gehirn festgehaltenen 
Beize unser geistiges Eigentum geworden, über das wir 
frei verfügen können. 

Folgende Beispiele machen das Gesagte noch klarer: Ver- 
gleichen wir das Materielle mit einem Petschaft und die Auf- 
nahmefähigkeit des Gehirns mit dem Siegellack, so wäre die 
Vorstellung dem aufgedrückten Siegel ähnlich. — Man hat die 
Seele eines Kindes häufig ein unbeschriebenes Blatt genannt 
Dieser Vergleich ist sehr richtig. Dann wäre das Materielle mit 
dem Schreibenden und die Vorstellung mit dem Geschriebenen zu 
vergleichen. Wie nun ein solches Blatt gut oder schlecht beschrieben 
werden kann, so hängt auch die geistige Ausbildung von der 
Qualität der auf ihn einwirkenden Reize ab. Aufgabe des 
Unterrichts muss daher sein, alle dem Geiste schäd- 
lichen Einflüsse abzuwehren. Zu solchen schädlichen Ein- 
flüssen rechne ich auch die mangelhaften Veranschaulichungsmittel, 
welche [noch vielfach angetroffen werden, und die geeignet sind, 
unklare und undeutliche Vorstellungen zu erzeugen. 

Bezüglich des Zustandekommens von Vorstellungen und den 
hieraus sich entwickelten übrigen geistigen Vorgängen müssen wir 
betonen: Niemand ist imstande, etwas von vorneherein 
aus sich selbst zu denken, zu fühlen oder zu wollen. 
Überall sind es die Reize der Aussenwelt, welche hierzu 
die erste Veranlassung geben. Was aber die Entstehung und 
Entwicklung der Zahlen anbetrifft, so können wir in dieser Beziehung 
zu keinem hiervon abweichenden Ergebnis gelangen. 
Wir müssen entschieden in Abrede stellen, dass der Geist die 
Zahlen aus sich selbst erzeuge, d. h. dass er hierbei der Anschauung 
entbehren könne, heben vielmehr hervor, dass gerade auch hier 
die Anschauung das gebende und der Geist nur das em- 
pfangende Element ausmacht. Sehr treffend sagt Goethe: 

„Anschauen, wenn es dir gelingt, 
Dass es erst ins Innere dringt, 
Dann nach aussen wiederkehrt, 
Bist am herrlichsten belehrt ! ;c — 



2. Die Zahl in ihren verschiedenen Erscheinungen. 

Die Zahl tritt uns im praktischen Leben scheinbar in der 
mannigfachsten Gestalt entgegen. Ihr Gebrauch ist ein umfassender : 
der Rechnungsbeamte, der Geometer, Mathematiker, Lehrer, Schüler, 
Handwerker und Taglöhner, alle operieren mit der Zahl. Das 
Leben veranlasst sie dazu. Der gemeine Mann ist vielfach geneigt, 
unter der Zahl die Ziffer zu verstehen. Aber auch Gelehrte 
haben schon die Ansicht ausgesprochen, die Zahl sei weiter nichts 
als ein willkürlich gewähltes Zeichen. Gewiss operieren wir beim 
schriftlichen! Rechnen mit Zahlzeichen oder Ziffern und selbst 
beim mündlichen denken wir nicht selten an sie. Die Ziffer ist 
aber durchaus nicht die Zahl selbst, sie ist nur das zu ihrer Ver- 
sinnbildlichung gewählte Schriftbild, ähnlich wie das Zahlwort 
ihr Klangbild darstellt Es ist von Interesse, die Zahlen bei den 
verschiedenen Völkern zu vergleichen. Die deutsche Bezeichnung 
„lif" in elf = ein lif und zwölf = zwei lif bedeutet soviel als 
zehn. Dieselbe Bedeutung hat „zig" in zwanzig, dreissig, 
vierzig u. s. f. 

Die französische Sprache besitzt für den Zehner ebenfalls 
verschiedene Ausdrücke, nämlich 1. dix, 2. ze in onze, douze, 
treize, quatorze, quinze und seize, sowie 3. te in vingt, trente, 
quarante, cinquante u. s. f. Für 70 sagen die Franzosen 
60 -J- 10 (soixante-dix), für 80 = 4 Zwanziger (quatre-vingt). Die 
letztere Bezeichnung ist der Rest eines keltischen Zwanziger- 
systems. 

Die englischen Bezeichnungen eleven und twelve waren 
ursprünglich ähnliche Zusammensetzungen wie unser elf und zwölf. 
In den übrigen Zahlwörtern erscheint der Zehner unter der Bezeich- 
nung teen (thirteen, fourteen, fifteen u. s. w.) oder ty in twenty, 
thirty u. s. w. 

Aus diesen Darstellungen können wir lernen, dass der Zehner 
wiederum als grössere Einheit angesehen und mit ihm 
operiert wird wie mit Einern, sodann, dass die Zahlen 
von 1 — 10 die Grundlage des gesamten Rechnens bilden. 
In Zahlen wie 500, 800, 600 sind mit diesen Grundzahlen (5, 8, 6) 
nur bestimmte Mengenbezeichnungen verbunden, und die Zahl 7568 
z. B. drückt nichts anderes aus, als dass eine bestimmte Anzahl 
von Tausenden, Hunderten, Zehnern und Einern als Ganzes 
zusammengefasst wird. Daher begegnen wir auch, selbst wenn 
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die Zahlen noch so gross sind, nirgends anderen Zahlhezeichnungen 
als denjenigen für die Grandzahlen von 1 — 10. Daraus ist er- 
sichtlich, dass gerade diese im ersten Unterricht nicht 
eher verlassen werden dürfen, als bis sie in allen ihren 
Beziehungen erfasst sind. 

Es könnte scheinen, dass, wenn die Völker verschiedene Zahl- 
bezeichnungen haben, auch die Bedeutung ihrer Zahlen eine von 
der unserigen abweichende sein müsste. Das ist jedoch nicht so. 
Die Zahlen sind vielmehr bei allen Völkern und in allen Sprachen 
die gleichen. Das französische cinq und das englische five 
bezeichnen genau dieselbe Anzahl wie das deutsche fünf. Dem- 
nach muss die Zahl etwas anderes sein als ihr Schriftbild (die. 
Ziffer) bezw. ihr Klangbild (das Zahlwort). Wir werden in einem 
späteren Abschnitt näher auf ihr Wesen zurückkommen. 

Sehen wir uns zunächst weiter nach dem Vorkommen der 
Zahl im praktischen Leben um ! Sehr häufig tritt sie uns entgegen 
als Mengebezeichnung gleichartiger Dinge: drei (einzelne) 
Pfennige, sechs (einzelne) Mark. In dem 10 Pfennigstück ist ein 
Wert verkörpert, welcher demjenigen von 10 einzelnen Pfennigen 
gleichkommt. Diese Verschmelzung ist nur aus praktischen Gründen 
geschehen, weil es sich hierdurch viel leichter mit den Geldsorten 
hantieren lässt als mit einzelnen Einheiten. 

Auch hinsichtlich der Gewichte sprechen wir (ähnlich wie 
bei Geldsorten) von 3 Pfund, 4 Lot, 5 Zentnern u. s. w., sodass 
auch die Äusserung der Schwerkraft mit der Zahl genau 
bestimmt werden kann, sobald für eine gewisse Schwere ein 
Einheitsgewicht festgesetzt ist. Dieses ist ebenfalls willkür- 
lich und nur den praktischen Bedürfnissen entsprechend ge- 
wählt. Bei der Zusammenfassung mehrerer Gewichtseinheiten 
muss die Voraussetzung bestehen, dass alle von gleicher Kraft- 
äusserung sind. 

In den meisten Fällen hat die Zahl den Zweck, die Menge 
von Dingen festzustellen. So sprechen wir von 4 Fenstern, die 
sich in einer Wand befinden, von 6 Bildern, welche daran hängen, 
von 5 Tassen, die auf dem Tische stehen u. s. w. In solchen 
Fällen kommt es -jedoch nicht wie bei der Zusammenfassung von 
Gewichtseinheiten auf die absolute Gleichheit im Volumen, sondern 
nur auf die Zugehörigkeit zu einer bestimmten Art von Dingen 
an. Es ist ganz einerlei, ob von den Fenstern 2 gross und 2 
klein, von den Bildern 3 viereckig und 3 rund sind. Es ist weiter 



ganz einerlei, ob diese Dinge geordnet sind oder ungeordnet 
durcheinander stehen. Beim Bruch bezeichnet die Zahl die 
Menge der Bruchteile eines Ganzen. 5 / 7 ist 5 mal der 7. Teil 
eines solchen oder, was dasselbe ist, der 7. Teil von 5 Ganzen. 

Wir sehen, dass die Erscheinungen der Zahl sehr mannig- 
faltig sind. Sie erscheint in Verbindung mit Dingen 
(6 Fenster, 4 Tassen, 5 Bilder), aber auch scheinbar selbständig 
als Ziffer (1, 2, 3, 4, 5) oder Zahlwort eins, zwei, drei u. s. f. 
Die Dinge, welche den Zahlinhalt ausmachen, können geordnet 
sein (6 Fenster, 5 Bilder), aber auch ungeordnet (4 Tassen u.s.w.). 
Wir können diese Dinge sehen (Fenster, Tassen), hören (Töne) 
oder fühlen (Gewichte u. a.). Sie kann, z. B. beim Hinzufügen 
einzelner Einheiten, im Entstehen begriffen sein oder auch 
als abgeschlossenes Ganzes auftreten. Daher hat sie einen 
zeitlichen und räumlichen Charakter. Die Zahl giebt den 
Wert der Dinge, (10 Pfg.) ihr Volumen bezw. Gewicht 
(3 Pfund) sowie ihre Ausdehnung an (4 cm, 3 m). Sie erscheint 
weiter als bestimmte Zahl (4, 9, 17) oder als unbestimmte 
(einige, mehrere, viele u. s. w.). Wollen wir das Wesen der Zahl 
ermitteln, so sind wir nur zu leicht geneigt, irgend eine ihrer 
Teilvorstellungen als dieses anzusehen. Dass dies vielfach geschehen 
ist, beweisen Definitionen wie folgende: 

Schon Euklid sagt: „Die Zahl ist eine Vielheit von Ein- 
heiten." Er legt die Haupterkenntnis auf die Ur-Teile der Zahl, 
die Einheiten und deren Zusammenfassung zu einem Ganzen. 

Nach Hobbes ist die Zahl 1 + 1 oder 1 -f 1 + 1 u. s. w. 
Diese Definition weist hin auf das zeitliche Werden der Zahl, 
indem sich hierbei eine Einheit an die andere reiht. 

In der That wurde von manchen Philosophen und Methodikern 
dieses zeitliche Element in den Vordergrund gestellt. Bereits 
Aristoteles sagt: 

„Die Zahl ist die Bewegung nach früher oder später." 

Hamilton nennt das Rechnen mit reinen Zahlbegriffen „die 
Wissenschaft der reinen Zeit" (the science of pure time). 

Kant sagt: „Die Zahl ist nichts anderes als die Einheit der 
Synthesis des Mannigfaltigen einer gleichartigen Anschauung da- 
durch, dass ich die Zeit selbst in der Aneignung der Anschauung 
erzeuge". Er stellt demnach die Thatsache, dass die Anschauung 
mit der Entstehung der Zahl in engem Zusammenhang steht, nicht 
in Abrede. 
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Herbart dagegen behauptet: „Die Zahl hat mit der Zeit 
nicht mehr gemein als hundert andere Vorstellungsarten, die auch 
nur allmählich erzeugt werden!" 

Stanley Jevens betont die Unterscheidbarkeit der Zahl- 
objekte, indem er sagt: „Die Zahl ist bloss ein anderer Name für 
Verschiedenheit Mehrheit entsteht nur, wenn wir Verschieden- 
heit annehmen. 1 ' 1 ) 

Helmhol tz hält die Zahl für gleichbedeutend mit dem Zahl- 
zeichen, denn nach ihm „dürfen wir die Zahlen zunächst als eine 
Reihe willkürlich gewählter Zeichen betrachten, für welche nur 
eine bestimmte Art des Aufeinanderfolgens festgehalten wird u . 

Baumann stellt den räumlichen Charakter der Zahl in den 
Vordergrund, indem er zeigt, „dass die Zahl viel besser mit der 
Raumvorstellung als mit derjenigen der Zeit verbunden sei". 

Nach Lange „erhalten wir den Zahlbegriff ursprünglich als 
das sinnlich bestimmte Bild einer Gruppe von Gegenständen, 
seien es Finger oder Knöpfe oder Kugeln einer Zählmaschine". 
Er sagt: „Die ältesten Ausdrücke für die Zahlwörter begreifen, 
soweit wir ihren Sinn kennen, überall Gegenstände im Raum mit 
bestimmten Eigenschaften, welche der Zahl entsprechen, so z. B. 
Viereckiges der Zahl vier. Wir sehen daraus auch, dass die Zahl 
ursprünglich nicht etwa durch systematisches Hinzufügen von 
einem zu einem u. s. w. entsteht, sondern dass jede der kleineren 
dem später entstehenden System zu Grunde liegenden Zahlen 
durch einen besonderen Akt der Synthesis der Anschauung 
gebildet wird, worauf dann erst späterhin die Beziehungen der 
Zahlen zu einander, die Möglichkeit des Addierens u. s. w. 
erkannt werden." Weiter urteilt er: 

„Die algebraischen Axiome beruhen wie die geo- 
metrischen auf räumlichen Anschauungen! — Die Zahl- 
auffassung schreitet nicht fort wie die natürliche Zahlenreihe, hat 
mit dieser überhaupt von Haus aus gar nichts zu thun. Sie 
beruht vielmehr auf simultaner (gleichzeitiger) Auffassung 
von Gruppen und hängt somit von deren jeweiligen Umfang ab. 
Erst eine Reihe von Grundvorstellungen, dann das Zahlsystem!" 
(Lange, log. Studien, S. 140.) 

Auch Husserl sagt in seiner Philosophie der Arithmetik: 
„Der begriffliche Inhalt der Zahl kommt während der Zählung 



*) Jevens, The principles of science, London. 
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durchaus nicht ins Bewusstsein, sondern erst nach Vollendung des 
Prozesses als die Bedeutung des resultierenden Zahlwortes. 1 ' 

3. Die Wahrnehmung der Zahlelndrflcke durch das Auge. 

Vergegenwärtigen wir uns den Vorgang des Sehens, so ist 
es folgender: Beize physikalischer Natur, deren Ursache in den 
Schwingungen des Äthers zu suchen sind, treffen unser Auge 
und erregen die sensiblen Nerven der Netzbaut. Diese Erregung 
wird durch den Sehnerv dem Gehirn übermittelt, wo sie eine 
Empfindung auslöst. Jeder Reiz lässt aber ebendort auch zugleich 
eine Spur zurück, sodass er auch nach seinem Aufhören noch 
gegenwärtig ist und so zur Vorstellung wird. Wir sind imstande, 
unserer Seele eine sehr grosse Menge solcher Vorstellungen (auch 
Zahlvorstellungen) einzuprägen. 

Zu der Entstehung der Zahlen steht das Auge in vielfachen 
und wesentlichen Beziehungen. Wenn ich z. B. vor einem Tisch 
stehe und nichts auf demselben erblicke, so bin ich auch nicht 
imstande, eine Zahl zu empfinden. Lege ich aber verschiedene 
Gegenstände, z. B. einen Bleistift oder zwei Bücher darauf, so 
gelange ich unwillkürlich zu dem Urteil: 1 Bleistift, 2 Bücher. 
Das Auge war somit der Vermittler der Zahlen 1 und 2, 
die allerdings nicht unmittelbar, sondern mittelbar in Ver- 
bindung mit Dingen empfunden wurden. Ohne Mitwirkung des 
bezüglichen Sinnesorganes würden wir in diesem Falle nicht zur 
Erkenntnis der Zahlen gekommen sein. 

Zuerst haben wir also nichts erkannt, weil nichts oder Null 
(das Negativum der Zahl) auf dem Tische zu sehen war. Dieser 
Zustand wurde aber anders, als die Gegenstände darauf lagen. 
Letztere bildeten sofort einen Gegensatz zu der vorhergehenden 
Eintönigkeit und fielen daher „in die Augen". Wo aber kein 
Kontrast ist, wird auch nichts wahrgenommen. 

Hätte auf dem Tische nur 1 Buch gelegen, so konnte ich 
nicht zu dem Urteil gelangen : 1 Bleistift und 2 Bücher. Demnach 
giebt das Auge Zeugnis von den jeweiligen Verhältnissen der 
Wirklichkeit. Es hat zugleich die Aufgabe, die Gleichartigkeit 
bezw. Verschiedenheit der Objekte zu ermitteln. Wir könnten, 
sofern die Gleichartigkeit der genannten Gegenstände unter dem 
allgemeineren Begriff Dinge zusammengefasst werden sollte, 
urteilen : 3 Dinge. Auch hierbei muss das Auge die Überzeugung 
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geben, dass wirklich 1 -{- 1 -f- 1, also 3 Dinge vorhanden sind. 
Wären die beiden Bücher in einen Band zusammengebunden, so 
würde ich zuerst zu dem Urteil gelangen: 1 Buch. Nur das 
Auge kann mich durch genaue Einsicht zu der Überzeugung 
führen, dass es 2 (zusammengebundene) Bücher sind. Ähnliche 
Verhältnisse finden statt bei Objekten von verschiedener 
Farbe. Ich kann, sobald von den zufälligen Merkmalen der Farbe 
abgesehen wird, 3 rote und 3 gelbe Äpfel auch als 6 Äpfel auf- 
fassen. Wird jedoch auf die Verschiedenheit der Farbe Gewicht 
gelegt, so kann das Urteil nur lauten: 3 rote und 3 gelbe Äpfel. 
Ich könnte letztere auch nach der Grösse einteilen und sie 
etwa als 4 grosse und 2 kleine auffassen. Überall aber muss 
das Auge von dieser Beschaffenheit Auskunft geben, hernach erst 
erfolgt das entsprechende Urteil. 

Mit dem Kontrast Hand in Hand geht die Intensität der 
Empfindungen. Was diese anbetrifft, so bietet uns der Anblick 
des Sternenhimmels ein deutliches Beispiel. Verschiedene hell- 
leuchtende Sterne und Sternbilder treten uns hierbei durch ihre 
Intensität sofort in die Erscheinung. An ihnen haftet das Auge 
zuerst, und sie prägen sich der Vorstellung am schnellsten ein. 
Daher sind wir imstande, uns gewisse Sternbilder leicht vor- 
zustellen. Hierzu trägt zugleich der Umstand bei, dass wir geneigt 
sind, verschiedene zu einer Gruppe gehöriger Sterne mit Um- 
rissen oder Konturen zu umziehen, wobei unser Auge 
entsprechende Bewegungen, die sich sogar auf die Vorstellung 
übertragen, beschreibt. Wenn letzteres nicht der Fall wäre, so 
würde man wohl kaum zu den Bezeichnungen „Himmelswagen", 
„Krone", „Gürtel" (des Orion) u. a. gekommen sein, denn nur die 
Gesamtheit (Kontinuität) dieser Sternbilder konnte zu einem 
solchen Vergleich führen. Gerade die Konturen sind es, welche 
dazu beitragen, uns jede einzelne Einheit einer Gruppe an ihrem 
bestimmten Ort leichter vorzustellen. Bei Auffassung einer jeden 
neuen Einheit beschreibt das Auge einen von dem vorhergehenden 
abweichenden Winkel, Gesichtswinkel genannt Die Auffindung 
der einzelnen Einheiten (besonders aus der Vorstellung) ist 
erleichtert, wenn sie in Gruppen statt Reihen geordnet sind. 
Die Konturen nehmen dann bestimmtere Formen an, als wenn 
sie zu einer Linie zusammenfallen. 

Ausser den intensiv hervortretenden Sternen ist noch eine 
grosse Menge anderer vorhanden, die uns weniger auffallen, weil 
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sie „im Hintergründe des Bewusstseins" stehen. Ihre 
Intensität ist eine so schwache, dass der Kontrast mit dem dunklen 
Himmel zu wenig wirkt. Am Tage sehen wir die Sterne über- 
haupt nicht, auch der Mond wird selten beobachtet, sodass viele 
Menschen glauben, die Gestirne seien bloss nachts vorhanden. 
Die Ursache hierzu liegt darin, dass der Glanz der Sonne den 
ihrigen überstrahlt und ihn infolgedessen nicht zur Geltung 
kommen lässt In diesem Falle würden wir die Sternbilder, 
z. B. auch das „Sieben u -Gestirn vergebens suchen, ja wir könnten 
hierbei weder Sterne noch die „Sieben" entdecken. Auch dieses 
Beispiel lehrt ans: 

Wo keine Dinge sind, giebt es auch keine Zahlen, 
denn diese leben mit ihnen auf und erlöschen mit ihnen. 

Was den Kontrast anbetrifft, so ist auch aus der Natur- 
kunde die Thatsache sehr lehrreich, dass verschiedene Tiere, wie 
die Lerche, der Laubfrosch u. a. die Farbe ihrer Umgebung 
besitzen und infolgedessen von ihren Feinden weniger erkannt 
werden. 

Hinsichtlich der Farbe müssen wir bemerken, dass Schwarz 
und Weiss den schärfsten Kontrast bilden, indem Weiss das 
Positivum (die Summe), Schwarz dagegen das Xegativum, d. h. die 
Abwesenheit der Ätherschwingungen darstellt Für Rechen- 
apparate ist es daher vorteilhaft, diese beiden Farben zu benutzen, 
weil sich auf andere Weise ein schärferer Kontrast nicht bewerk- 
stelligen lässt. Allerdings müsste dabei berücksichtigt werden, 
dem Schwarz wegen der Schonung der Augen die grösste Bild- 
fläche zuzuerteilen. 

Die Grösse der Zahlobjekte ist abhängig von der Aus- 
dehnung des Schulzimmers bezw. der Entfernung der Kinder. 
Es ist nötig, Kinder mit schwächeren Augen näher an die 
Yeranschaulichungsapparate heran zu setzen, als dies bei solchen 
mit normalen Augen der Fall zu sein braucht 

Die deutliche Unterscheidbarkeit der Einzelobjekte ist 
abhängig von den Zwischenräumen, welche sich zwischen ihnen 
befinden. Wo diese fehlen, wird überhaupt nicht Mehrheit, sondern 
nur Einheitlichkeit, Zusammengehörigkeit aufgefasst Es ist mir 
ein Beispiel bekannt, wonach eine Person bezl. des Zahlenstabes 
eines bekannten Reehenapparates, welcher die 10 darstellt, fragte, 
ob dies die 1 sei. Die Ursache zu dieser Frage lag darin, dass 
an jener 10 die Einzelobjekte nicht deutlich zu unterscheiden 
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waren, weil sie ineinanderflössen. Die Zahl schreitet über- 
haupt nicht wie die Zeit, fliessend oder schiebend, 
sondern ruck- oder stossweise, d. h. diskontinuirlich, fort 

Die Unterscheidbarkeit oder die Trennung der 
Einzelobjekte ist demnach eine unbedingte Voraus- 
setzung für die Entstehung der Zahlen. 

Aus dem Gesagten können wir lernen: Die Zahlen treten 
hauptsächlich in Verbindung mit den empfundenen Dingen 
auf. Die Unterscheidbarkeit der Einzeldinge ist Voraussetzung, 
wenn eine Zahl an ihnen wahrgenommen werden soll. Dies ist 
der Fall, wenn sich Zwischenräume zwischen denselben befinden. 
Wo kein Gegensatz vorhanden ist, wird auch — wenigstens 
unmittelbar — keine Zahlvorstellung gebildet. Je schärfer sich 
dagegen die Dinge von ihrer Bildfläche abheben, um so leichter 
wird auch ihre Anzahl erkannt Diese Erkenntnis wird weiter 
durch ihre Ähnlichkeit in Form und Farbe begünstigt. Je 
mehr dagegen die Dinge hiervon abweichen, um so unbestimmter 
wird auch deren Zahl erkannt. Ohne die Beteiligung des 
Auges wird das Urteil über die Anzahl der Dinge erschwert 
bezw. ganz unmöglich. Die Intensität der Empfindungen hängt 
mit dem Kontrast eng zusammen. Gruppen prägen sich der 
Vorstellung leichter ein als Reihen, weil ihre Konturen aus- 
geprägter sind. Bei der Erzeugung der letzteren beschreibt das 
Auge entsprechende Bewegungen, die sogar nicht selten in der 
Vorstellung reproduziert werden. 

4. Die Wahrnehmung der Zahleindrücke durch das Ohr. 

Zur Beantwortung dieses Themas vergegenwärtigen wir uns 
zunächst wieder die physiologischen Vorgänge, welche durch Ge- 
hörseindrücke veranlasst werden. Der die Gehörsempfindung ver- 
ursachende Reiz ist uns bekannt. Es sind die longitudinalen 
periodischen Schwingungen der Luftmoleküle, die sich wellenförmig 
fortpflanzen und zu unserem Trommelfell gelangen. Der Schall- 
reiz gelangt von dort auf dem Wege des mittleren und inneren 
Ohres bezw. des Cortischen Organs durch Vermittlung der Hör- 
nervfasern zum Gehirn; der Erregung des letzteren entspricht die 
Schallempfindung. Bei Tönen gehen die periodischen Schwingungen 
regelmässig vor sich, bei Geräuschen hingegen verlaufen sie un- 
regelmässig. 
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Wie es uns durch das Auge nicht leicht wird, eine grössere 
Menge von Gegenständen mit einem Blick zu übersehen, so ist 
dies in ähnlicher Weise auch bei den Schalleindrücken der Fall. 
Überhaupt gelten auch hier die allgemeinen dort aufgestellten 
Gesetze vom Kontrast, von den störenden Nebeneindrücken, vom 
Ineinanderfliessen der Einheiten u. s. w. Beobachten wir z. B. 
das Ticken der Uhr: Zuerst hören wir einen Schlag, dann folgt 
eine Unterbrechung, es folgt ein zweiter Schlag, hierauf wieder 
eine Unterbrechung u. s. w. Wollen wir eine Anzahl solcher 
Schläge mit einer Zahl belegen, so müssen wir unsere Aufmerk- 
samkeit anspornen, bei einer grösseren Anzahl sind wir sogar 
veranlasst zu zählen, d. h. die einzelnen Gehörsempfindungen mit 
Sprechbewegungen zu begleiten. Die Ursache liegt in der That- 
sache begründet, dass die Zahl bei Gehörseindrücken ge- 
wöhnlich nur in zeitlich getrennten (diskreten) Ein- 
drücken, nicht aber als Ganzes (in ihrer Kontinuität) 
erscheint Die Folge ist, dass die Zahl in dem geschilderten 
Fall nicht zum Abschluss gelangt. Ich erinnere nur daran, dass 
wir es bei Gesichtsempfindungen als einen Vorteil bezeichnet 
haben, die räumlich nacheinander oder gleichzeitig in die Er- 
scheinung getretenen Objekte jederzeit beobachten zu können und 
so den Eindruck der Gesamtheit zu erlangen. Das fehlt hier. 
Die Zahl ist in einem steten Werden begriffen, kommt aber nie 
zum Abschluss. Ist aber jene Voraussetzung nicht vorhanden, 
so fehlt der Zahl eine zweite wesentliche Eigenschaft, die Ein- 
heitlichkeit Würden die einzelnen Pendelschläge auch nicht als 
getrennte Empfindungen auftreten, sondern sich wie zusammen- 
fliessend miteinander vereinigen, so wäre von einer Auffassung 
der Zahl überhaupt nicht die Rede. Die Pfeife einer Lokomotive 
z. B. könnte eine Minute lang ertönen und wir würden, sobald 
keine Unterbrechung stattfände, dennoch keine Mehrheit sondern 
absolute Einheit feststellen müssen. Erst wenn mehrere Schall- 
eindrücke aufeinander folgen, d. h. durch Pausen von einander 
getrennt sind, können wir von einer im Entstehen begriffenen 
Zahl reden, vorausgesetzt, dass uns die Schalleindrücke nach ihrem 
Abschluss auch noch erinnerlich sind. Durch die Musik sind wir 
sogar veranlasst, die bestimmte Länge eines Tones als Einheit, 
nämlich als ganze Note, zu betrachten und diese selbst wieder in 
kleinere Zeitabschnitte (Halbe-, Viertel-, Achtel- und Sechzehntel- 
noten) nach Art des Bruchvorgangs einzuteilen. Wir übertragen 
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diese Einteilung selbst auf die Pausen und sprechen von diesen 
in demselben Sinne wie von den Noten. Der Mensch hat sich 
Zeitmasse geschaffen und ist imstande, die Länge der Zeit ab- 
zuschätzen, d. h. auch diese mit der Zahl zu umkleiden. Dieser 
Umstand tritt aber erst dann ein, wenn die Zeit in bestimmte 
Abschnitte eingeteilt wird, die von einander durch sinn- 
lich wahrnehmbare Unterbrechungen (Schlagen der Stunden, 
Stellung der Zeiger u. s. w.) abgetrennt sind, d. h. wenn ihr 
gleichmässig fortschreitender Charakter in unterbrochene Zeitteile 
verwandelt worden ist. So haben wir auch bezüglich der Zahl- 
eindrücke, die durch das Ohr zustande kommen, gefunden, dass 
sich die einzelnen Objekte einmal in getrennter und dann wieder 
in zusammengehöriger Form darbieten müssen, soll an ihnen eine 
fertige Zahlvorstellung abgeleitet werden. 

Es scheint aber, dass diese beiden, scheinbar sich wider- 
sprechenden Forderungen in Bezug auf die Gehörsphäre unerfüllbar 
sind. Das ist jedoch durchaus nicht der Fall. Es giebt auch hier 
Beispiele, wonach sich die Zahl als einheitliches Ganzes darstellen 
lässt. Hierher gehören z. B. die Akkorde. Der Dreiklang stellt dem- 
nach in der That die Zahl drei auf dem Gebiet der Gehörsphäre dar, 
denn wir sind dabei imstande, jeden einzelnen Ton deutlich zu unter- 
scheiden und zugleich sämtliche Töne als einheitliches Ganzes 
aufzufassen. In Verbindung mit dem Dreiklang kann das musikalisch 
geübte Ohr noch verschiedene Nebentöne (Kombinationstöne) hören, 
die jedoch bei weniger Aufmerksamkeit in den Hintergrund des 
Bewusstseins treten. Diese Beobachtung konnten wir auch, wie 
aus dem vorigen Abschnitt zu ersehen ist, an verschiedenen Ge- 
sichtseindrücken machen. 

Unser Auge sowohl als unser Ohr liebt die Regel- 
mässigkeit Wie wir an dem Beispiel des Baumes mit den 
Blättern zwar eine unbestimmte Mehrheit, aber keine „bestimmte" 
Zahl ableiten konnten, so auGh hier. Eine Menge durcheinander 
schwirrender Klänge bezeichnen wir als ein Geräusch, das, wie 
dort die Blätter, auf unser Ohr den Eindruck der Ungewissheit 
hinsichtlich der Zahlauffassung macht 

Was die Regelmässigkeit der Formen anbetrifft, so sagten wir 
im vorigen Abschnitt, dass diese die Auffassung der Zahl erleichtere. 
Dort mussten wir bei Unregelmässigkeiten zum Zählen, d. h. zu 
der an wirklichen Dingen entwickelten und in eine bestimmte, 
der regelmässigen Vermehrung entsprechende Ordnung gebrachte 
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Wortreihe unsere Zuflucht nehmen, welch letztere uns aber doch 
nicht zur Übersicht des Ganzen, d. h. zum Gesamteindruck oder 
Abschluss der Zahl, führte. Hier ist es ebenso. Es ist nicht 
einerlei, in welcher Ordnung sich die Töne aneinander fügen. 
Xur solche in einem bestimmten Verhältnis stehende erzeugen 
eine wohlthuende, das Gefühl befriedigende Konsonanz, die übrigen 
aber geben eine Dissonanz, d. h. einen unser Gefühl unbefriedigen- 
den Eindruck. 

Die Stärke der Ton- bzw. Schallempfindungen ist sehr 
verschieden. Auch hier gilt das Gesetz, dass einzelne Töne (etwa 
einer Melodie), die im Vergleich zu den übrigen hervortreten sollen, 
durch eine gewisse Stärke sich auszeichnen müssen, andernfalls 
sie nicht weiter beobachtet werden. 

Was wir weiter im vorigen Abschnitt über die Gruppierung 
sagten, finden wir auch hinsichtlich der Gehörseindrücke bestätigt. 
"Wir sind geneigt, in eine Anzahl Töne einen Rhythmus 
zu legen und sie in Gruppen zusammenzufassen. Auf 
diese Weise wird dem ewigen Einerlei, der Monotonie, die auf 
dem Gebiete der Musik so sehr verpönt ist, vorgebeugt. Die 
Musikgeschichte bestätigt, dass sich diese Rhythmisierung der Töne 
bei allen Völkern vorfindet. Es sei nur daran erinnert, dass wir 
ähnliche Beobachtungen auch in Bezug auf die symbolisch-räum- 
liche Darstellung der Zahl auf dem Gebiete des Gesichtssinnes 
gemacht haben. 



5. Die Wahrnehmung der Zahleindrücke durch den Tastsinn. 

Auch durch den Tastsinn sind wir imstande, Zahleindrücke 
wahrzunehmen, ja auf Grund derselben, wie die Blinden beweisen, 
rechnen zu lernen. Ist doch dfer Tastsinn besonders der 
Ortssinn, der uns von dem Vorhandensein der Dinge 
am nachdrücklichsten und handgreiflichsten überzeugt 
und uns dieselben körperlich nach ihren drei Aus- 
dehnungen hin erkennen lässt. „Er hat's begriffen 1 ' ist 
daher eine Redensart, die eine tiefere Bedeutung hat als „er hat's 
gesehen". Aus gleichem Grunde bezeichnen wir auch als den 
Begriff (abgeleitet von begreifen) eines Dinges seine umfassendste 
Erkenntnis. Ausserdem leiten wir auch verschiedene Eigen- 
schaftswörter, die wir hinsichtlich des Sehens und Hörens 

Schneider, Die Zahl im grundlegenden Rechenunt er rieht. 2 
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verwenden, von Erkenntnissen des Tastsinnes ab. Wir bezeichnen 
einen Weg als lang oder kurz, nicht allein, weil wir ihn gesehen, 
sondern hauptsächlich, weil wir ihn räumlich durchlaufen haben. 
Einen Apfel nennen wir gross oder klein, weil wir seine Masse 
auch durch den Tastsinn wahrgenommen haben. Ebenso einen 
Zentner als schwer, ein Pfund als leicht, oder umgekehrt: ein 
Flaumfederbett als leicht, einen Quaderstein aber als schwer, nicht 
etwa, weil die mittelst des Auges wahrgenommene Grösse mass- 
gebend wäre, sondern weil uns das Gefühl belehrt hat, dass jene 
durch das Auge aufgefassten Grössenverhältnisse für die ent- 
sprechende Schwere der Gegenstände durchaus nicht immer mass- 
gebend sind, vielmehr erst ihre Berichtigung durch den Tast- 
sinn bezw. das Muskelgefühl erfahren. Die alleinige Beob- 
achtung der Dinge durch das Auge würde uns also bei weitem 
nicht jene Überzeugung von den Dingen geben, die uns der Tastsinn 
vermittelt. Dass der Baum vorhanden ist, sagt uns nicht allein das 
Auge, sondern wir erfahren es auch durch unsere fühlenden Be- 
ziehungen zu ihm, nämlich, dass wir uns vielleicht an ihn gestossen 
oder gelehnt, dass wir seine rauhe Rinde gefühlt oder den Stamm 
mit den Armen umfasst haben u. s. w. Daher kommt es auch, 
dass der Ungebildete verschiedenen Dingen, mit denen er nicht 
in Berührung gekommen ist, keine körperliche Existenz zuschreibt. 
Wie sollte z. B. ein Kind glauben, die Sterne, welche ihm nur 
als Lichtchen erscheinen, seien körperlicher Natur? 

Aber auch für die genauere Beurteilung von Gehörs- 
eindrücken ziehen wir Wörter zurate, die dem Bereich 
des Tastsinnes entlehnt sind. Wir nennen den Ton einer 
Violine entweder voll oder rund, rauh oder spitz, weich oder 
hart. Wir sind sogar geneigt, die kalorischen Reize des 
Warmen oder Kalten auf das Gebiet der Farben zu über- 
tragen und von einer glühenden oder kalten Farbe in demselben 
Sinne zu sprechen, wie von einem glühenden Eisen oder einem 
kalten Stein. 

Ohne den Tastsinn würden wir die Körper überhaupt 
nicht als solche, sondern nur als ein-dimensionale 
Flächen auffassen. Blinde, die plötzlich sehend geworden sind, 
bestätigen dies, sowie die Thatsache, dass sie die bezeichneten 
Flächen direkt vor ihren Augen sehen. Es fehlt ihnen eben noch 
die Korrektur der optischen Wahrnehmungen durch das Muskel- 
gefühl oder den Tastsinn, ohne welchen wir die gesehenen Objekte 
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überhaupt nicht hinaus in Zeit und Raum projizieren könnten, 
sondern in der That vor unsern Augen erblickten. Besonders im 
Dunkelen würden wir uns ohne den Tastsinn an alles, was uns 
im Wege stünde, stossen. 

Die Entwicklungsgeschichte lehrt uns, dass der Tast- 
sinn bei den Übergängen vom Pflanzen- in das Tierreich 
stets der zuerst auftretende Sinn ist, und dass sich die 
übrigen durch Differenzierung und Anpassung aus ihm 
entwickeln. Und trotzdem wird die Bedeutung des Tastsinnes 
so vielfach unterschätzt, ja er selbst zu den sog. „niederen 11 
Sinnen gerechnet. Welch grosse Bedeutung hat z. B. der Tast- 
sinn bei Erlernung der musikalischen Fertigkeiten, sowie des 
Zeichnens, Schreibens, der Handwerke u. s. w. Was würden hier 
Auge und Ohr nützen, wenn der Tastsinn nicht wäre. Auch 
bzl. des Begreifens der Operationen spielt der Tastsinn 
im ersten Rechenunterricht eine hervorragende, wenn 
niciit die Haupt-Rolle. Ohne die Selbsttätigkeit, d. h. die 
Heranziehung des Tastsinnes, wird den Kindern das Begreifen 
der Operationen ohne Zweifel erschwert Ja, es ist sogar eine 
bekannte Thatsache, dass Blinde vermittelst des Tastsinnes ebenso 
sicher rechnen lernen als. gesunde Menschen durch das Auge. 
Daher haben auch ältere Kulturvölker (und noch heutzutage 
geschieht dies bei den Chinesen, Russen u. a.) nicht ohne Grund 
nur unter Verwendung eines Suan-pan oder Rechenbretts 
bzw. anderer Hülfsmittei gerechnet, d. h. hantiert, und sollen 
darin eine Fertigkeit besessen haben resp. besitzen, über die sich 
viele gewundert haben. Jedenfalls mussten ihnen die 
Operationen so klarer werden als bei blosser Zugrunde- 
legung der Ziffern, aus dem Grunde, weil sie nicht mit an 
sich bedeutungslosen Zeichen, sondern mit den Dingen bzw. ihren 
Symbolen selbst operierten. Darin mag auch die Ursache 
begründet sein, weshalb manche Schulkinder die Operationen 
oftmals nicht begreifen wollen. Operieren mit Dingen ist 
eben etwas ganz anderes als Operieren mit Zeichen. 
Wir könnten jenes etwa mit dem wirklichen gegenseitigen Verkehr 
der Menschen, dieses mit dem Betrachten ihrer Photographien ver- 
gleichen, welch letztere, selbst wenn sie noch so ähnlich sind, dennoch 
keine Lebenszeichen von sich geben. Sind doch allle unsere 
Rechenverhältnisse selbst in den verwickeisten Fällen 
durchaus sachlichen Vorgängen, wie sie im praktischen 

2* 
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Leben wirklich vorkommen, entlehnt. Wir rechnen doch 
nicht um der Ziffern willen, sondern benutzen diese nur, um die 
realen Verhältnisse rascher zu überschlagen. Kinder aber 
sollten das erste Rechnen nur unter Verwendung von 
Dingen, mit denen sie selbstthätig hantieren und 
operieren können, erlernen. Dann erst kann man im eigent- 
lichen Sinne des Wortes von ihnen sagen, dass sie Zahlen und 
Operationen „begriffen" haben, dann ist ein Boden kultiviert, 
auf dem auch die abstrakteren Anwendungen jener 
realen Verhältnisse verstanden werden. Die Heranziehung 
der Selbsttätigkeit (des Tastsinnes) zwingt auch das Auge zur 
Beteiligung, nicht aber veranlasst das Sehen ohne Weiteres die 
Selbsttätigkeit. Nur in ersterem Falle tritt demnach jene Ver- 
knüpfung der durch verschiedene Sinne gleichzeitig gemachten 
Eindrücke ein, die eine raschere und umfangreichere Vorstellung 
ermöglicht. 

Unsere Kinder würden ohne Zweifel nicht einmal Zahlen- 
vorstellungen bis zur Drei mit zur Schule bringen, wenn sie nicht 
vorher mit den Dingen selbst hantiert und so die Zahlen an ihnen 
gewonnen hätten. Wir haben weiter oben gesehen, dass das 
Unterscheidungsvermögen der Dinge in Bezug auf ihre Grösse — 
ob lang oder kurz, gross oder klein, hoch oder niedrig — , Schwere — 
leicht oder schwer — und Menge — viel oder wenig, eins oder 
zwei u. s. w. — nicht in erster Linie durch das Auge, sondern 
durch die Beteiligung des Tastsinns zustande kommt. 
Daher können wir behaupten: Selbst wenn in manchen Schulen 
diQ Selbstthätigkeit der Kinder grundsätzlich ausgeschlossen würde, 
so kann dies eben nur da geschehen. Das praktische Leben 
kennt eine solche einseitige Entwickelung der Kinder 
nicht, jeder Schritt und Tritt belehrt uns vielmehr 
darüber, dass diese gerade dann ihre natürlichste und 
gesundeste Entwickelung erhalten, wenn sie selbstthätig 
durch den Tastsinn sich beteiligen können. Was ist das 
Spiel der Bänder anders als Selbsttätigkeit? Selbst der leblosen Puppe 
verstehen sie Leben einzuhauchen und mit ihr in persönlichen 
Verkehr zu treten. Wenn nun der Satz richtig ist: Non scholae 
sed vitae discimus, so ist zu bedenken, dass man auch bezügl. der 
Unterrichtserteilung vielfach noch einen natürlicheren und prak- 
tischeren Weg einschlagen müsste, wenn mehr auf die wirklichen 
Verhältnisse des Lebens Rücksicht genommen werden soll. 
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Viererlei Empfindungen sind es, die uns in dem Tast- 
sinn entgegentreten: 1. die Empfindungen der Berühr- 
ung, Stoss- oder Druckempfindungen, 2. die Temperatur- 
empfindungen der Wärme oder Kälte, 3.Lageempfindungen 
unseres Körpers und seiner Teile und 4. die aktiven 
Bewegungsempfindungen, welche mit den Berührungs- 
empfindungen zu Tastempfindungen verschmelzen. 

Das feinste Gefühl besitzen wir bekanntlich in den Finger- 

• 

spitzen, und wir haben uns dieses durch den ausgiebigeren 
Gebrauch derselben erworben. Hierbei wirkte das Gesetz der 
Anpassung mit. Daher kommt es auch, dass der Durchmesser der 
Tastkreise bei Kindern grösser ist als bei Erwachsenen. Das ist 
auch auf dem Gebiet der Gesichtssphäre der Fall. Durch Ver- 
suche kann man sich leicht davon überzeugen, wie ungenau kleine 
Bänder sehen. Ja, es ist manchmal auffällig, wie wenig sie im- 
stande sind, über das Gesehene Rechenschaft zu geben. Das 
beweist so recht die Wahrheit: durch den Gesichtsinn allein ist 
die Anschauung noch keine vertiefte, das Auge schaut nur 
die Oberfläche, ersch Hess t bloss die eine Dimension, ja es 
irrt geradezu ohne die Korrektur des Tastsinnes, und diese 
Thatsache trifft auch auf dem Gebiete des ersten Rechenunterrichts zu- 
Die Thatsache, dass wir die Dinge zahlenmässig auch durch 
den Tastsinn auffassen können, ist nicht zu bezweifeln. Im prak- 
tischen Leben geschieht dies, wie wir soeben erörtert haben, 
meistens. Selbst wenn die Kinder Äpfel, Nüsse oder Pfennige 
zählen, geht dies ohne eine Beteiligung des Tastsinnes nicht ab. 
Ja, das Zählen allein würde häufig nicht mit Sicherheit zum 
Abschluss gelangen, wenn nicht durch die Heranziehung des 
Tastsinnes eine Scheidung der gezählten von den noch nicht 
gezählten Dingen herbeigeführt würde. In diesem Sinne ist auch 
das Zählen ein Operieren. Wir sind vermöge des Tastsinnes im- 
stande, die Dinge sowohl einzeln als auch in Gruppen aufzufassen. 
Die Auffassung einer Gruppe gelingt auch hier leichter 
als die einer Reihe, Desgleichen gelten auch die oben auf- 
gestellten Gesetze vom Kontrast, von der Entfernung und den 
Zwischenräumen der Objekte u. s. w. Die Einzelauffassung der 
Dinge führt auch hier nicht zur Zahl, sofern der Gesamteindruck 
fehlt Geordnete, in eine Übersicht gebrachte Dinge lassen sich 
ferner mit viel grösserer Leichtigkeit und Sicherheit durch den 
Tastsinn auffassen als ungeordnete. 
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Die grö88te Bolle spielt jedoch der Tastsinn auf dem 
Gebiet der Operationen, weil hierbei auch die Beweg- 
ungsvorstellungen des Vermehrens, Verminderns, Mes- 
sens, der Vervielfältigung, des Vergleichens, Teilens 
u. s. w. hinzukommen, die sich jede von der andern wesentlich 
unterscheiden. 



•• Die Abhängigkeit der Zahlvorstellungen you den 

Empfindungsclgenschaften. 

Die Empfindungen können verschieden sein in Bezug auf die 
Qualität, Intensität, den begleitenden Gefühlston und die räum- 
lichen und zeitlichen Eigenschaften derselben. Die Zahlvorstellungen 
stehen in einer leicht erkennbaren Abhängigkeit von diesen 
Empfindungseigenschaften. Bezüglich der Qualität wurde schon 
erwähnt, dass gleichartige Qualität die Bildung von Zahlvor- 
stellungen fördert 

Die Intensität ist insofern von Bedeutung, als der Kontrast, 
in welchem die Empfindungen zu anderen stehen, die Entwicklung 
von Zahlvorstellungen begünstigt Wir fanden diese Thatsache 
bei allen in Betracht kommenden Sinnen bestätigt. Überall konnten 
wir beobachten: Je extremer die Empfindungen in Bezug 
auf ihre sie umgebende Bildfläche oder den nebenher- 
gehenden Zustand waren, um so aufmerksamer wurden 
sie beobachtet. Dunkle Punkte auf hellem Grunde treffen da- 
her unser Auge intensiver als dunkle Punkte auf grauem oder 
graue auf hellem Grunde u. s. w. Je ausgeprägteren Wider- 
stand unsere Tastorgane finden, umsomehr regen die 
Empfindungen unsere Aufmerksamkeit an, d. h. umso- 
mehr wecken sie Vorstellungen. In der Nacht, wenn Ruhe 
in der Natur herrscht hören wir daher irgend ein Geräusch oder 
Gespräch auf weitere Entfernung als am Tage, weil in der Nacht 
die Gegensätze wegen der lautlosen Stille grösser sind. 

Unter dem Gefühlston der Empfindungen verstehen wir 
das Lust- oder Unlustgefühl, welches sie begleitet Ersteres 
begünstigt die Bildung von Zahlvorstellungen. Das Lustgefühl 
ist z. B. auf dem Gebiet des Gesichtssinns wesentlich 
durch die Symmetrie der uns entgegentretenden Objekte 
bedingt. Daher erleichtert symmetrische Anordnung die Bildung 
von Zahlvorstellungen. 
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Was die räumlichen und zeitlichen Eigenschaften 
anbetrifft, so tritt ans die Zahl in den weitaus meisten, fertigen 
und vollkommenen Fällen in räumlicher Darstellung entgegen und 
kann in diesem Falle sowohl mit dem Auge als auch mit dem 
Tastsinn (sofern die Objekte nicht graphisch dargestellt sind) wahr- 
genommen werden. Ja, wir sind nicht selten imstande, selbst die 
Gesamtheit der Einheiten in ihrer Eigenschaft als Grundzahl auf- 
zufassen. Wir haben gefunden, dass, solange noch einzelne Ein- 
heiten zu einer Menge hingesetzt werden, d. h. anderen nach- 
folgen, die Zahl nicht abgeschlossen, sondern noch in ihrer Ent- 
wickelung begriffen ist Erst wenn wir einen Über- oder einen 
Bückblick halten, d. h. sämtliche Einheiten zugleich auffassen, 
kann von einem Gesamteindruck der Grundzahl die Bede sein. 

Auch die scharfe Trennung der Zahleinheiten spielt hier 
herein. Die Beobachtung eines Schieferdaches z. B. lehrt uns, 
dass die Unsicherheit in der Zahlauffassung wächst, je 
mehr die Einheiten ineinander fliessen oder je enger 
sie stehen. Jedoch kann auch das Gegenteil, sobald man zu 
sehr ins Extrem verfällt, ungünstig wirken. Die Ursache liegt 
darin, dass bei zu weit auseinander liegenden Einheiten unsere 
Sinne ebenfalls zu weit ausholen müssen, um die nötige Zu- 
sammengehörigkeit herzustellen. Ein Stern aus dem grossen 
Bären, einer aus den Zwillingen und einer aus dem Hund können 
wohl auch eine Dreiheit bilden. Es leuchtet uns aber sofort ein, 
dass die Zusammengehörigkeit eine sehr schwache ist, sodass wir 
die betreffenden Einheiten sozusagen gewaltsam herbeiziehen müssen, 
um ihre Einheitlichkeit herzustellen. 

In geringerem und unvollkommenerem Masse fassen 
wir daher auch Zahleindrücke durch das Ohr a.uf. Aber 
gerade in diesem Falle müssen wir unsere Aufmerksamkeit um 
so mehr anspannen, als eine nachfolgende Prüfung nicht mehr 
möglich ist Wir können daraus folgern, dass die räumliche 
Darstellung der Zahl ihre zeitliche Folge bei weitem 
übertrifft Hierbei verdienen übersichtlich geordnete Gruppen 
ohne Zweifel den Vorzug vor Beihen. Die Beihe ist zu eintönig, 
bietet dem Auge keine Anhalts- oder Buhepunkte dar und trägt 
wegen ihrer zu grossen Ausdehnung nach einer einzigen Bichtung 
zu einer unsicheren, wenn nicht unmöglichen Auffassung ungemein 
bei. Dies ist bei der Gruppe (vorausgesetzt, dass sich dieselbe 
fürs Eechnen eignet) nicht der Fall. Durch das Experiment 
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kann man sich aufs deutlichste davon überzeugen, dass 
die Zweiergruppe oder Zweierreihe bezügl. der sicheren 
Auffassung und Verwendbarkeit die zweckmässigste ist. 1 ) 
Mit Recht wurde ihr in der neuesten Zeit immer mehr Aufmerk- 
samkeit geschenkt, und sie hat ohne Zweifel die Aufgabe, die 
sonstigen, meist unbrauchbaren Zahlenbilder zu verdrängen. 

Auch auf dem Gebiet der Gehörsphäre mussten wir die Er- 
fahrung machen, dass die Menschen in der Musik und Sprache 
einzelne Töne oder Worte hervorheben, d. h. ihnen einen Accent 
verleihen. Dadurch entsteht der Rhythmus, welcher die Ein- 
tönigkeit beseitigt und Leben in die zeitliche Folge bringt. Selbst 
der Ursprung der Musik lässt sich, wie wir gesehen haben, auf 
den Rhythmus, d. h. auf Gruppierungen zurückführen, und auch 
da, wo an sich kein Rhythmus besteht, sind wir gleichwohl ge- 
neigt, einen solchen hineinzulegen, z. B. in den Takt der Drescher. 
Auch an diesem Beispiel können wir das in uns liegende Bestreben 
beobachten, mehrere einzeln aufeinander folgende, getrennte 
Schläge in eine gewisse Zusammengehörigkeit zu bringen. In 
der Musik treten uns die einzelnen Gruppierungen sichtbar in 



') Von Interesse in Bezug auf diesen Lehrsatz müssen uns hier auch die 
Zahl Vorstellungen älterer Kulturvölker sein, wie solche in Sterner's Werk : Der 
Rechenunterricht auf historischer Grundlage, angeführt sind, und die Zeugnis 
ablegen, in welch feinsinniger "Weise jene Völker die psychologische Thatsache der 
„Enge des Bewusstseins" berücksichtigt haben: 

Die Römer hatten folgende Zahldarstellungen: 

I n III IV V (letztere stellt eine Hand vor) 
VI VII VIII IX X (zusammengesetzt aus zwei Händen). 

Ähnlich bildeten die chinesischen Kaufleute die Zahlzeichen: 

I II IM IUI MIM 
T TT TTT TTTT TTTTT 

Die 5 wurde also in den Zusammensetzungen 6—10 durch einen wagrechten 
Strich dargestellt. 

Die alten ßabylonier hatten folgende zweireihige Symbole: 

v w 

V VV VW VW VW 

VW VW ww ww vww 
VW ww ww vww vww 

Desgl. die Azteken, das uralte Kulturvolk in Mexiko: 
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den Takten und Motiven, hörbar in dem Rhythmus der Töne und 
fühlbar in der den Tönen durch unsere Finger gegebenen Dauer 
entgegen. * 

Nachdem wir gesehen haben, dass die zahlenmässige Auffassung 
der Dinge an der Hand derselben sowohl durch das Auge als 
auch das Ohr und den Tastsinn vor sich geht und dabei die 
Quellen kennen gelernt haben, welche für das Zustandekommen 
derselben massgebend sind, lassen wir nunmehr eine Zusammen- 
fassung folgen: 

Die Quellen für die Entstehung der Zahlen liegen der Haupt- 
sache nach ausserhalb unseres Ichs in den Dingen selbst Für das 
Zustandekommen und die Entwicklung der Zahlen sind massgebend: 

1. Der Kontrast der Dinge in Bezug auf ihre 
Umgebung. 

2. Die Gleichartigkeit. 

3. Die Unterscheidbarkeit (Analysis). 

4. Die Einheitlichkeit (Synthesis). * 
Hierbei haben wir folgende Gesetze gefunden: 

I. Der Gegensatz (Kontrast). 

1. Dinge, welche mit anderen in keinerlei Kontrast 
«tehen, erwecken im allgemeinen keine Vorstellungen. 

2. Je geringer die Kontraste sind, um so weniger 
erregen die Empfindungen unsere Aufmerksamkeit und 
umgekehrt. 

3. Schwarz und Weiss bilden den wirksamsten 
optischen Kontrast. 

IL Die Gleichartigkeit. 

1. Dinge, welche unter keinem Gesichtspunkt zu- 
sammenzufassen sind, bilden für uns ein Chaos. 

2. Je mehr unwesentliche Merkmale die Dinge, welche 
zahlenmässig aufgefasst werden sollen, an sich tragen, 
desto schwerer ist ihre Zahl festzustellen. 

3. Je gleichartiger, unzweideutiger und einfacher 
die Zahlobjekte sind, um so besser eignen sie sich für 
die Veranschaulichung von Zahlen. 

III. Die Unterscheidbarkeit (Analysis). 

1. Wo keine Einzeldinge zu unterscheiden sind, ist 
Mehrheit ausgeschlossen. 
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2. Je mehr die einzelnen Ein hei ten ineinander f Hessen, 
um so schwieriger wird die Feststellung ihrer Zahl. 

3. Je schärfer die Unterbrechungen zwischen den 
Einheiten sind, um so leichter sind sie zu unter- 
scheiden. 

IV. Die Einheitlichkeit (Synthesis). 

1. Einheiten, die nacheinander gesetzt oder gezählt 
werden, bilden noch keine fertige, sondern nur eine 
werdende Zahl. 

2. Die räumliche Gleichzeitigkeit der Dinge ermög- 
licht daher eine vollkommenere Zahl vor als die zeit- 
liche Folge. 

3. In übersichtlich geordneten Gruppen kommt die 
einheitliche Auffassung der Zahl besser zum Ausdruck 
als in Reihen. 

.Alles Bisherige, in einem Satz zusammengefasst, 
lautet: 

Die Zahl kommt dann am besten zum Ausdruck, 
1. wenn sich die Einheiten von der umgebenden Grund- 
fläche scharf abheben, 2. wenn sie selbst durchaus 
gleichartig sind, 3. wenn die Unterscheidbarkeit der 
Einzelobjekte deutlich zum Ausdruck kommt und 4. wenn 
sich diese wieder zu einer leicht vorstellungsfähigen 
Menge, die an sich den Eindruck der Zusammengehörig- 
keit und Einheitlichkeit macht, zusammenfassen lassen. 

Hiermit ist zugleich auch die Frage berührt, wie 
ein Rechenapparat beschaffen sein muss, der Anspruch 
auf Vollkommenheit machen will. 



7. Das Zustandekommen der ersten Zahlen. 

Vergegenwärtigen wir uns den Entwicklungsgang eines 
Kindes! Zuerst treten nur die mit dem Bedürfnis und der Auf- 
nahme der Nahrung verknüpften Empfindungen in den Vorder- 
grund. Diese Empfindungen gehen infolge der häufigen Wiederkehr 
sehr bald in Vorstellungen über. Wiederum sind esBerührungs- 
und Bewegungsempfindungen, die beim Kinde zuerst 
auftreten. Gleichen Schritt halten auch wohl die Gesichts- 
empfindungen, und beide treten, wie schon oben angedeutet 
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wurde, als spezifisch räumliche Sinne in die innigste Verknüpfung, 
ja sie ergänzen und unterstützen sich gegenseitig. Wir dürfen 
daher annehmen, dass sich die ersten Zahl Vorstellungen, welche 
dem Kinde entgegentreten, hauptsächlich auf diese beiden Sinne 
und ihre Assoziation stützen, viel weniger dürfte das Gehör von 
Einfluss sein. Viel später als alle Empfindungen und Vor- 
stellungen der Dinge stellt sich beim Kind die Sprache 
ein. Sind doch jene Empfindungen erst die Ursache, die es 
veranlassen, dem Gesehenen, Gehörten und Gefühlten Ausdruck 
zu verleihen. Ohne Empfindungen keine Sprache, könnten wir 
sagen. Die Mutter ist dem Kind längst in allen ihren Beziehungen, 
die sie zu ihm hat, bekannt und wird von jeder anderen Person 
unterschieden, ehe es nur ihren Namen mit dem Ohr erfassen, 
geschweige denn durch die Sprechwerkzeuge hervorbringen kann. 
Ohne jeden Zweifel und genau in derselben Weise gehen 
auch die Zahlvorstellungen ihren Benennungen voraus! 
Freilich müssen wir einen Unterschied zwischen den bewussten 
und unbewussten Benennungen machen. Wenn ein Kind etwa 
das ihm vorgesprochene Wort „zwei" nachspricht, so braucht es 
damit nicht die geringste Vorstellung einer Sache zu verbinden. 
Es regt sich in diesem Falle nur der Nachahmungstrieb, Vor- 
gesprochenes nachzusprechen. Wenn aber z. B. ein zwei- oder 
dreijähriges Kind, das zwei Äpfel auf dem Tische liegen sieht, 
aus sich selbst heraus ohne jede Veranlassung ausruft: zwei Äpfel, 
so ist das ein Urteilsakt, zu dem die der Empfindung entlehnte 
Vorstellung der Zweiheit Veranlassung gegeben hat 

Fragen wir uns, welches die Gegenstände sind, an 
denen das Kind die ersten Zahlvorstellungen ermittelt, 
so müssen wir antworten: es sind besonders die Spiel- 
sachen. Angenommen, das Kind spielt mit zwei Kugeln, die von 
gleicher Beschaffenheit sind. Die Kugeln, die sich in nichts, auch 
nicht in der Farbe unterscheiden, liegen auf einem Stuhl oder 
Tischchen. Wir nehmen, wenn sich das Kind einmal umdreht, 
rasch eine Kugel weg, aber so, dass es dies nicht bemerkt. Sobald 
es nun seinen Blick wieder auf die Kugeln richtet, findet es den 
jetzigen Zustand nicht mehr mit dem ersten übereinstimmend. 
Das hat seine Ursache darin, dass das jetzige, durch die neue 
Empfindung ins Gehirn gelangende Bild dem kurz vorher auf- 
genommenen nicht mehr gleicht. Die zweite Empfindung sagt 
dem Kinde: es ist etwas anders geworden. Die Folgen zeigen 
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sich sofort: Es sucht nach der fehlenden Kugel unter dem Stuhl 
oder in den Ecken des Zimmers, und wenn es dieselbe nicht 
finden kann, fängt es wohl auch an zu weinen. Nachdem wir 
ihm die fehlende Kugel wieder ersetzt haben, d. h. nachdem es 
das ursprüngliche Bild wieder erkannt hat, giebt es sich zufrieden. 
Dürfen wir von einem solchen Kind behaupten, dass es die Vor- 
stellung „zwei" bereits besitzt? Ohne Zweifel! Wer das nicht 
zugeben will, dem möchte ich die Frage vorlegen, warum das 
Kind nicht weint, wenn wir, statt eine Kugel wegzunehmen, noch 
eine dritte hinzufügen? Die Antwort muss lauten: Das Kind ist 
bereits zu der Stufe fortgeschritten, das Mehr und Weniger eben 
zu unterscheiden. Die Einheit war ihm schon längst geläufig, 
insofern sie sich erfahrungsgemäss jedesmal mit dem Einzelobjekt 
deckt. Die Mehrheit bildet hierzu den ersten Gegensatz. 
Nun tritt dem Kinde die erste bestimmte Zahl „zwei u ent- 
gegen in zwei Puppen, zwei Augen (z. B. der Mutter), zwei Armen, 
zwei Äpfeln, zwei Tassen, zwei Kugeln u. s. w. Auch hier waren 
es zunächst die Empfindungen, die sich dem Kinde zuerst dar- 
boten, mit denen in vielen Fällen auch zugleich Benennungen der 
Dinge und ihrer Zahl seitens erwachsener Personen auftraten. 
Nicht etwa sind diese Dinge gezählt worden, d. h. es wurde bei 
zwei Puppen nicht gesprochen 1, 2 oder bei zwei Augen gleich- 
falls nicht 1, 2, sondern ein einziger Blick genügte, um die 
Urteile zu erzeugen: zwei Puppen, zwei Augen, zwei Äpfel u. s. w. 
Die Benennung der Anzahl deckte sich demnach jedesmal sofort 
mit den Dingen, in deren Verbindung sie auftraten. Diese That- 
sache muss uns von Wichtigkeit sein. Die Zweiheit war hiernach 
dem Kinde durchaus nicht in der Formel 1 „und 1 " 1 gegeben, 
sondern als 1 ..... 1. Dass 2 ebensoviel wie 1 + 1 ist, bedeutet 

ein logisches Urteilen, dass aber 2 = 1 1 darstellt, ist ein 

Urteil, das sich allein auf die sachlichen, wirklich vorliegenden 
Verhältnisse stützt. Die Geschichte der Eechenkunst lehrt uns 
übrigens, dass dieser geschilderte Entwicklungsgang bezgl. des 
Zustandekommens der ersten Zahlen auch demjenigen der Völker 
entspricht. Auch diese haben die Zahlwörter den wirklichen 
Dingen entlehnt, eins von Finger, zwei von Augen, fünf von 
Hand (vergl. die lateinische V), zehn von zwei Händen (X), zwanzig 
von Mensch u. s. w. 

Wir haben uns weiter darüber klar zu werden, wie das Kind 
dazukommt, an 2 Dingen die Zweiheit, an 3 Dingen dieDreiheitu.s.w. 
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zu erkennen, obwohl die Gegenstände wechseln. Dies wird uns 
an folgender Analogie deutlich: Die Zweiheit, Dreiheit u. s. w. 
kommt als ein bestimmtes Verhältnis genau auf die- 
selbe Weise zustande wie die Eigenschaften lang, breit, 
hoch, dick, hell, grün, weiss, ein Paar u. s. w., d. h. indem 
gewisse Dinge Veranlassung zur Vergleichung geben, deren 
Besultat in den Urteilen lang, breit, hoch u. s. w. liegt. Der 
Vergleich belehrt uns erst, dass ein Gegenstand niedrig, ein 
anderer hoch, der eine klein, der andere gross ist, einer nur die 1, 
andere die 2 oder 3 darstellen. Ohne Gegensätze würde die 
Vergleichung kein abweichendes Resultat zur Folge haben. Wir 
sagten bereits weiter oben, dass wir nur Verschiedenheiten er- 
kennen, absolute Gleichheit deckt sich nur mit demselben 
Individuum. Was für eine Vergleichung findet nun hinsichtlich 
der Erkenntnis der Zahlen statt? Es ist diejenige in Bezug 
auf das Verhältnis zur Einheit. Erkannt wird die Ver- 
schiedenheit durch unsere Sinne genau so wie jede andere 
bewusste Empfindung und das sie hervorrufende Objekt. Die 
Veranlassung zur Erkennung lag aber in den Dingen oder 
richtiger gesagt in ihren Eigenschaften. Wir wiederholen: 
Zahlen werden im allgemeinen genau so erkannt wie 
die Eigenschaften der Farbe, Grösse, Ausdehnung. 
Ja, die Qualitäten der Grösse und Ausdehnung spielen bereits 
allenthalben in das Gebiet der Zahl hinüber. Man denke nur an 
die Längen , Flächen- und Körpermasse! 

So lange ein Kind z. B. zwischen den bestimmten Zahlen 4 
und 5 noch keinen Unterschied gefunden hat, ist sein Vermögen, 
den Unterschied der Menge bis zu dieser Ausdehnung zu empfinden, 
noch nicht gereift. Und in der That: es kommen Kinder zur 
Schule, die zwar die gedächtnismässig angeeignete Wort- 
reihe 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10 ganz geläufig vor- und rückwärts 
aufsagen können, aber trotzdem nicht imstande sind, anzugeben, 
ob eine gewisse Menge eine 3 oder 4 darstellt. Wäre die 
Bezeichnung der Zahlen gleichbedeutend mit dem Zählen derselben, 
so müsste jedes Kind, das von 1 bis 10 zählen kann, auf Grund 
desselben auch jede innerhalb dieses Kreises liegende Zahl 
bestimmen können. Dies ist aber, wie die Erfahrung genugsam 
lehrt, nicht der Fall. Die Ursache liegt auf der Hand. Wir 
haben sie auch bereits angedeutet: Es fehlt beim Zählen die 
Zusammenfassung der Einzelobjekte, die hierbei mit einem Grund- 
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zahlwort. belegt werden, zu einem bekannten Ganzen. Sobald dieses 
Ganze nicht aufgefasst wird, was ohne die Beteiligung der 
Sinnesorgane niemals möglich ist, fehlt eine unerlässliche Vor- 
bedingung für das Zustandekommen bezw. den Abschluss der 
Zahl, die Zusammengehörigkeit. Gewecktere Kinder kommen aller- 
dings nicht selten auf den Gedanken, dass das letzte Wort einer 
gezählten Menge von Dingen auch zugleich dasjenige ihrer Summe 
bedeutet. Man hüte sich also ja vor der vielfach verbreiteten, aber 
trotzdem sehr irrtümlichen Auffassung: ein Kind, das von 1 bis 10 
zählen könne, kenne auch die Zahlen dieses Kreises. Das 
Zählen und Zahlenkennen, d. h. Zahlvorstellungen besitzen, 
ist etwas Grundverschiedenes. 

Es kommt aber noch ein weiterer Umstand hinzu. Manche 
Kinder sind wohl imstande, anzugeben, dass sie 3 Äpfel, 3 Striche, 
3 Stifte vor sich haben, sind aber noch nicht zu der Stufe fort- 
geschritten, die Zahlen allein ohne Benennung der sie darstellenden 
Dinge zu denken. Dies erinnert lebhaft an die Thatsache, dass 
sich kleine Kinder lange Zeit mit ihrem eigenen Namen, z. B. Karl, 
Anton u. s. w. statt durch das Pronomen „ich u bezeichnen. Jener 
geistige Fortschritt setzt eben die weitere begriffliche Ver- 
allgemeinerungvoraus, dass bei 3 Äpfeln, 3 Strichen, 3 Fenstern u.s.w. 
von der speziellen Qualität der Empfindung abgesehen wird, und 
nur die Gleichartigkeit der Qualität von 3 Objekten vorgestellt 
wird. Ein ähnlicher Fall liegt etwa vor, wenn ein Kind veranlasst 
wird, die Farben rot, gelb, grün, blau u. a. durch das Wort 
„bunt" zusammenzufassen. Es sagt uns zwar ganz bestimmt, dass 
die eine Aster rot, die andere weiss, die dritte blau ist, aber dass 
die Astern bunt sind, ist in keiner dieser Farben sichtbar aus- 
gedrückt. Das Wort bunt fasst vielmehr alle Farbenverhältnisse 
zu einem allgemeineren Begriff, bei dem jene bestimmten Einzel- 
begriffe in den Hintergrund des Bewusstseins treten, zusammen. 
Wir werden in einem späteren Abschnitt sehen, dass Zahlbegriffe 
genau auf dieselbe Weise zustande kommen wie alle übrigen 
Begriffe, und dass es sich, wenn ein Kind etwa 3 Äpfel empfindet, 
aber noch nicht die Zahl 3 vorstellt, nur darum handelt, dass es 
noch nicht zu der Stufe fortgeschritten ist, die die Zahlen ver- 
tretenden Gegenstände in den Hintergrund des Bewusstseins 
zu drängen. 
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8. Die Vorstellung der aahlenmlssig anfgefassten Dinge. 

Wir haben uns nunmehr darüber klar zu werden, wie sich 
die in der Gehirnrinde niedergelegten Abbilder der zahlenmässig 
aufzufassenden Dinge zu Vorstellungen erheben. Der Schritt ist 
dieser: Während bei den Empfindungen ein gegenwärtiger Reiz 
wirkt, findet bei den Vorstellungen eine Nachwirkung statt. 
Gerade deswegen ist die letztere von der Empfindung sehr ver- 
schieden. Letztere erfolgt auf den wirklichen Reiz in Gegenwart 
der sie hervorrufenden Gegenstände, die Vorstellung aber ist 
nur der Rest der Empfindung, der noch vorhanden ist, 
wenn die Objekte nicht mehr einwirken. Daher kommt 
auch den Erinnerungsbildern, die wir als das Produkt jener beiden 
parallelen (der materiellen und psychischen) Reihen bezeichnet 
haben, bei weitem nicht die Lebhaftigkeit der Empfindungen zu. 
Sie sind quantitativ geringer. Empfindung und Vorstellung ver- 
halten sich hiernach zu einander, wie die Wirklichkeit zu dem 
Abbild derselben, etwa demjenigen der Photographie. Wie aber 
bei derselben eine materielle Veränderung auf der Platte vor- 
gegangen ist und letztere nicht wieder in den Status quo ante 
zurückkehrt, so bleibt auch im Gehirn eine Spur, eine materielle 
Veränderung zurück. 

Greifen wir einmal auf verschiedene bisher angeführte Bei- 
spiele zurück, indem wir uns dieselben vorstellen. Nehmen wir 
das Sternbild des grossen Bären an. Vor unserem geistigen Auge 
tauchen zunächst 3 Sterne auf, deren mittlerer etwas höher steht, 
als die beiden anderen. Sie bilden die sogenannte „Deichsel". 
Sodann folgt der „Wagen" mit seinen 4 Sternen, die ungefähr die 
Form eines Trapezes mit der grösseren Grundlinie oben haben. 
Über der Verlängerung der letzten beiden Sterne steht der Polar- 
stern. Um mich genau zu überzeugen, ob meine Vorstellung 
richtig ist, greife ich zur Sternkarte und finde, dass ich mich 
nicht geirrt habe. Wäre dies der Fall gewesen, so würde die neu 
hinzugekommene Empfindung verbessernd eingreifen. Gesetzt aber 
den Fall, ein Kind wüsste noch nichts vom genannten Sternbilde, und 
wir würden es auffordern, sich die betreffenden Sterne in ihrem 
gegenseitigen Verhältnis vorzustellen, so würden wir ihm eine 
unmögliche Aufgabe zumuten, die etwa derjenigen entspricht, wenn 
von den Kindern verlangt wird, mit Zahlennamen, d. h. der Zähl- 
reihe, zu operieren, sobald hierbei auf die Anschauung verzichtet 
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wird. Was nicht auf dem Wege der Empfindung in unser 
Gehirn gelangt, existiert auch nicht als Vorstellung! 
Aber selbst diejenigen Personen, welche eine ganz klare Vor- 
stellung von dem genannten Sternbilde zu haben glauben, müssen 
gleichwohl gestehen, dass sie bei der Vorstellung eines Sternes 
dennoch nicht die geringste Empfindung haben, d. h. nicht den 
geringsten Schein wahrnehmen. Die Abbilder der Gegenstände, 
welche uns die Vorstellung vor das geistige Auge malt, sind dem- 
nach von den aktuellen Empfindungen auch qualitativ verschieden. 
Wir können hieraus für die Vorstellung der zahlenmässig auf- 
gefassten Dinge manches lernen, hauptsächlich aber folgendes: 

1. Es ist thöricht, das erste Rechnen ohne Anschau- 
ung unter blosser Bezugnahme auf die an sich inhalt- 
losen Zahlwörter erteilen zu wollen. 

2. Wo keine durch die Aussenwelt veranlassten Em- 
pfindungen vom Zahlcharakter vorhanden waren, ist 
auch an bezügl. Vorstellungen nicht zu denken. 

3. Je verschwommener und ausdrucksloser die Em- 
pfindungen, in denen Zahlen zum Ausdruck kommen, 
sind, um so verschwommener und undeutlicher sind 
auch die daraus hervorgehenden Vorstellungen. 

4. Je nachhaltiger dagegen die betreffenden Empfin- 
dungen des Zahlinhaltes sind, um so klarer und schärfer 
sind auch die Vorstellungen. 

5. Diejenigen Beschaffenheiten und Anordnungen 
der Dinge, welche scharfe und deutliche Empfindungen 
zur Folge haben (wie Intensität, Kontrast, Übersichtlich- 
keit, Unterscheidbarkeit, Symmetrie u. s. w.), wirken auch 
günstig auf die Vorstellungen und das Behalten der- 
selben ein. 

9. Die Projektion der Empfindungen in Zeit und Baum 
mit Bezug auf die Zahlvorstellungen. 

Die durch unsere Sinne wahrgenommenen Gegenstände sind 
wir gewohnt, hinaus in Zeit und Raum zu versetzen. Von zwei 
vor uns liegenden Kugeln gelangt z. B. das Abbild in das Auge. 
Da wir aber eigentlich nur diese im Auge zustandegekommenen 
Bilder wahrnehmen, so ist es interessant, zu untersuchen, wie es 
kommt, dass wir die Gegenstände nicht im oder am Auge, sondern 
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ausserhalb unseres Körpers, draussen in Baum und Zeit, wahr- 
nehmen. Hier zeigt sich in der That ganz auffällig die hervor- 
ragende Bedeutung des Tastsinnes, denn ohne diesen 
würden wir die Bilder thatsächlich vor unseren Augen 
wahrnehmen. Plötzlich sehend gewordene Blinde bezeugen 
dies. Durch den Tast- bezw. Ortssinn erfahren wir erst, wo in 
Wirklichkeit die Gegenstände, von denen gewisse, nur diesen eigene 
Keize ausgegangen sind, sich befinden. Auf diese Weise nehmen 
wir nicht bloss die Dinge und die in ihnen ausgedrückte Zahl 
wahr, sondern sind auch imstande, sie an ihren bestimmten Orten 
wiederzufinden bezw. vorzustellen, die Bilder an der Wand, die 
Töne beim Instrument, das Geld in der Tasche u. s. w. Und in 
der That, durch Sehen allein würden wir nur unvoll- 
kommene Vorstellungen von den Dingen und den in 
ihnen zum Ausdruck gelangenden Zahlen erhalten. Das 
Kind hat die Vorstellung von 2 Puppen, 2 Äpfeln, 2 Augen, 
2 Armen u. s. w., wie wir bereits gesehen haben, keineswegs 
allein durch das Sehen, sondern durch hervorragende Beteiligung 
des Tastsinnes auf dem Wege der Assoziation sich zu eigen 
gemacht, indem es mit diesen Dingen durch gewisse Handlungen 
in Beziehung getreten ist. Mit den Kugeln hat es gespielt, es 
hat sie angegriffen, ihre kalorischen und sonstigen Reize gefühlt, 
es Hess sie einzeln oder zu zweien auf dem Fussboden hinlaufen, 
die Äpfel und Birnen hat es gegessen, die Arme der Mutter hat 
es gefühlt, die Puppen hat es getragen, schlafen gelegt u. s. w. 
Gerade diese Vielseitigkeit der Empfindungskombi- 
nationen, zu welchen die Gegenstände Anlass . geben, 
führt uns dazu, die Dinge und die mit ihnen verknüpften 
Zahlen hinaus in Zeit und Raum zu versetzen. Die Ver- 
anschaulichungen, welche beim ersten Rechenunterricht in der 
Schule vorgenommen werden, sollten sich daher, wie uns die bis- 
herigen Betrachtungen lehrten, nicht allein auf das Auge stützen, 
sondern auch auf den Tastsinn, also aktive Bewegungs- und 
Berührungsempfindungen, d.h. die Kinder sollten diejenigen 
Objekte, mit denen sie rechnen, vor sich haben, um mit 
ihnen hantieren zu können. Die Selbstthätigkeit müsste 
viel mehr als bisher herangezogen werden. Das Sehen 
mittelst des Auges gleicht bloss der Theorie, die Überzeugung 
giebt erst der in der Praxis eine so hervorragende Rolle spielende 
Tastsinn (Lokal- oder Ortssinn). Die Selbstthätigkeit möge 

Schneidor, Die Zahl im grundlegenden Rechenunterricht. 3 
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aber ja nicht etwa mit dem sogenannten Selbstdenken 
verwechselt werden. Selbstdenken ist zwar im gewissen Sinne 
auch Selbstthätigkeit, es ist aber ein viel schwierigerer Akt als 
jene, weil es sich vorzugsweise auf die „Vorstellung" der Dinge 
gründet, welche, wie wir gesehen haben, bereits selbst eine höhere 
geistige Stufe voraussetzt als die von den wirklichen Dingen an- 
geregten Empfindungen. Selbstdenken ist daher sozusagen 
nur das Abbild der Selbsthätigkeit oder des Selbst- 
hantier ens. Hierauf kommt es aber an. Comenius, Pestalozzi 
u. a. Pädagogen haben die Anschauung als das Fundament der 
Erkenntnis hingestellt. Leider ist man aber vielfach geneigt 
gewesen, unter Anschauung bloss das Anschauen zu 
verstehen, d. h. zu thun, als ob hierbei nur das Auge 
beteiligt sei. Nur von Kehr ist mir bekannt, dass er für das 
erste Rechnen diese Anschauung auch nach der Richtung des 
Selbsthantierens hin sehr befürwortete. Trotzdem ist bisher 
mangels geeigneter Apparate alles beim Alten geblieben, und das 
Kehr'sche Steinchenrechnen hat sich wegen naheliegender Un- 
vollkommenheiten wenig eingebürgert. 

Auch die zeichnerische (graphische) Darstellung der 
Objekte kann das Hantieren mit den Dingen durchaus 
nicht ersetzen. Es sind eben nur Bilder, welche eine Projektion 
der durch sie ausgedrückten Dinge nicht direkt gestatten. Dazu 
kommt, dass bezgl. der Operationen, deren jede zwei gegebene 
und eine zu suchende Zahl, also drei Zahlen umfasst, eine graphische 
Darstellung, welche die Entwicklung der Aufgabe erkennen lässt, 
nicht möglich ist. Mit diesem Satz fallen alle derartigen Ver- 
anschaulichungsmittel, die eine Aufgabe an zwei zusammengestellten 
Zahlen versinnbildlichen wollen und vorgeben, durch die- 
selben sei eine Entwicklung der Aufgabe gegeben. Ich betone: 
die Entwicklung einer Aufgabe lässt sich niemals 
graphisch wiedergeben, sie kann nur an wirklichen 
Dingen gezeigt werden. Die graphischen Darstellungen in 
Rechenbüchern dienen demnach hierzu „nur als Andeutung". 
Einige Beispiele mögen das Gesagte erläutern: Die Zusammen- 
stellung von 4 und 4 giebt dem Kinde weiter nichts an 
als diese Zahlen. Darin ist aber die 8 keineswegs aus- 
gedrückt. Diese entsteht vielmehr erst durch die Vereinigung 
der beiden Vieren zu einer einheitlichen Grösse. Genau so ist 
es, wenn wir von sechs gezeichneten Punkten oder Ringen behufs 
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Darstellung der Aufgabe 6 — 4 vier derselben durchstreichen. 
Abgesehen davon, dass hier durchaus keine Verminderung, sondern 
geradezu eine Vermehrung durch neu hinzugefügte vier Striche 
stattgefunden hat, wird durch eine solche Veranschaulichung die 
Aufgabe in ihrer Entwicklung durchaus nicht gekennzeichnet. 
Es liegt sogar auf der Hand, eine solche fertige Aufgabe statt 
6 — 4 = 2 als 4—2 zu lesen. Ähnlich ist es beim Malnehmen 
und Teilen. Bei ersterem gehen wir von einzelnen gleichen 
Mengen aus und finden ein Produkt (Summe gleicher Mengen), 
bei letzterem hingegen beginnen wir mit einer Zahl als Ganzem 
und lösen dieses in bestimmte Teilzahlen auf. 

Was die Vorgänge der Operationen anbetrifft, so 
gilt es besonders durch die Veranschaulichung, die 
gegenseitigen Beziehungen der Zahlen zu verdeutlichen. 
Denn gerade beim Operieren treten ja die Zahlen gewissermassen 
aus ihrer Ruhe oder aus ihrem stabilen Zustand heraus und 
werden labil. Daher sind mit Becht die toten Rechentafeln, an 
welchen die Veränderungen bloss gedacht werden müssen, ver- 
pönt. Sobald wir zwei Zahlen, z. B. 4 -f- 2 in Beziehung setzen, 
sie addieren oder (wie in 4 — 2) subtrahieren, treten gewisse, 
deutlich von einander unterschiedene Bewegungen und daraus 
entstehende Bewegungsempfindungen hinzu. Das erste Mal 
setzt sich die 2 an die Seite der 4 und bildet mit ihr ein neues 
Zahlenindividuum, die 6. Ohne die thatsächliche Vereinigung 
bleiben die Zahlen durchaus nur 4 + 2. j)^ andere Mal ist die 
2 schon in der 4 enthalten, trennt sich jedoch von ihr los und 
hat sodann keine Gemeinschaft mehr mit ihr. Wer nur einiger- 
massen Beobachtungen im Unterricht gesammelt hat, wird wissen, 
wie schwer den Kindern oftmals die Auffassung der Begriffe des 
Mal, In, Durch, Enthalten u. s. w. fällt. Diese erscheinen 
daher als mindestens ebenso wichtig wie die Zahlen selbst. Einen 
klaren Begriff von ihnen erhalten die Kinder erst da- 
durch, dass sie infolge selbständigen Operierens mit 
Dingen in das eigentliche Wesen der Operationen ein- 
dringen. Das kann durch das blosse Operieren mit Ziffern und 
Zeichen auf keinen Fall geschehen. Es dreht sich eben darum, 
dass die Worte Und, Mal, In, Durch u. s. w. nicht bloss 
sensorisch zu den Ohren hinein, sondern auch motorisch 
zu den Fingern herausgehen und so durch gewisse Be- 
wegungen wiederum hinaus in Zeit und Raum projiziert 

3* 
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worden* Solange die zentripetale Bewegung nicht in 
eine zentrifugale umgesetzt werden kann, ist die gethane 
Arbeit nur eine halbe. Sofern der Geist nicht lebendig wird, 
aus seinem passiven Zustand in aktive Thätigkeit tritt, existiert er 
sozusagen nicht Daher ist diese vermöge des Tastsinnes angeregte 
Projektion der sensorisch empfangenen Beize für den Unterricht 
höchst wichtig. Sie erschliesst erst sozusagen die 2. und 
3. Dimension der Zahl, die, wie wir gesehen haben, in 
der eindimensionalen Zeit nicht gehörig zum Ausdruck 
gelangt. 

10. Die Übertragung oder Anwendung der Zahl auf Dinge. 

Zur Beantw ortung der Frage, ob wir die Zahl auf Dinge 
übertragen oder ob wir sie an Dingen wahrnehmen, gilt es vor 
allem, festzustellen, welcher Faktor der erste ist. 

Zugleich ist ein Unterschied zu machen zwischen der 
Übertragung der Zahl auf Dinge und der Projektion der 
zah 1 enm ässig auf gefassten Dinge hin aus in Zeit und Baum. 
Dass letztere ein durch ausserhalb der geistigen Sphäre liegende 
Objekte veranlasstes Produkt ist, haben wir bereits im vorigen 
Abschnitt gesehen. Liegen z. B. drei Kugeln vor uns, so sagt 
uns die Erfahrung gleichsam unbewusst und sofort, dass diese 
auch vorhanden sind. Dass es aber gerade drei Kugeln sind, ist 
wieder eine Erfahrung, die wir so und so oft gemacht haben an 
drei Äpfeln, Nüssen, Birnen, Fingern, Fenstern, Kindern u. s. w. 
Allerdings sind diese Erfahrungen nicht auf einmal oder rasch 
hintereinander zustande gekommen, sondern wir brauchten in 
unserer Kindheit hierzu Jahre lang. Die Erfahrungen bezgl. der 
Zahlen Verhältnisse kommen auf demselben Weg zustande wie die 
Begriffe hoch, lang, breit, kurz, gestern, heute, einige, viele u. a., 
d. h. sie werden durch Vergleichung an den Dingen gewonnen. 
Sobald wir drei Kugeln vor uns sehen, tritt uns, ohne dass wir 
erst zu zählen brauchen (letzteres ist nur bei grösseren Zahlen- 
verhältnissen und hauptsächlich dann nötig, wenn sie nicht über- 
sichtlich geordnet sind, sondern in einer gleichmässigen Beihe 
stehen) sofort das Urteil entgegen: drei Kugeln, ebenso schnell 
wie beim Anblick eines hohen Baumes der Begriff: hoch. Diese 
Vergleichung ist demnach allerdings eine assoziative Thätigkeit 
oder Fähigkeit, die aber nicht zu dem speziellen Zweck der 
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Zahlenauffassung in unseren Geist gelegt ist, sondern für alle 
Gebiete gilt. Dass der vergangene Tag gestern und der kommende 
morgen heisst, lehrt die Vergleichung auf dem Wege der Er- 
fahrung ebenso, wie sie lehrt, dass die vor 3 stehende Zahl 2, 
und die nach ihr folgende 4 heisst. Kindern, welchen diese Ver- 
gleichung noch nicht geläufig ist, verwechseln darum das heute, 
gestern und morgen ebenso, ja unstreitig noch leichter, wie sie 
etwa die Zahlen 2, 3 oder 4 verwechseln. Täglich können wir 
solche Erfahrungen an Kindern machen. 

Die Vergleichung ist aber ebenfalls nicht als eine 
Geistesthätigkeit anzusehen, die im Voraus vorhanden 
wäre, sondern als eine solche, welche sich wie die 
übrigen an der Hand der Dinge entwickeln muss. Schon 
die einfache Unterscheidung eines Apfels von einer Birne wird 
uns durch die Vergleichung (natürlich auf Grund verschiedener 
Sinne und nicht etwa bloss des Gesichtssinnes) vermittelt. Die 
abweichenden Eigenschaften, die wir im eigentlichen Sinne nur 
wahrnehmen, führen die Unterscheidung herbei. 

Die Vergleichung entwickelt sich also an den Dingen. Ohne 
Vergleichung würden wir keine Unterschiede wahrnehmen. Die 
erste Anregung zu derselben giebt der Gegensatz. Ohne diesen 
kein Vergleich. Gleichmässigkeit und Eintönigkeit ist der Tod. 
Ohne Zweifel kommt die Fähigkeit des Vergleichens in ihren 
ersten Anfängen auch den Tieren zu. Man denke nur an die 
Erkennung ihrer Feinde sowie der Nahrung. Natürlich ist diese 
Fähigkeit des Vergleichens bei den Menschen ungleich mehr und 
nach anderen Eichtungen hin ausgebildet. 1 ) 

Mit neuen Anforderungen bildet es sich sogar noch weiter 
aus. Ich will nur ein Beispiel erwähnen. Die alten Griechen 
sollen z. B. einzelne feinere Farbenunterschiede noch weniger 
beachtet haben als wir, d. h. sie bezeichneten dieselben sprachlich 
mit dem gleichen Wort. Auch hier können wir die Erfahrung 
machen, dass die sprachliche Bezeichnung immer erst 
nachfolgt, nachdem schon die Sache sinnlich wahr- 
genommen wurde! Genau so ist es bei der Zahl resp. den 
Zahlen. Erst durch die Vergleichung werden die Mengen 
erschlossen, und je ausgeprägter die Vergleichsobjekte 
sind, um so sicherer wird der Inhalt derselben erfasst. 

l ) Man denke auch an jenes oftgehörte Wort bzi. des Zeiohnens: Zeiohnen 
heisst sehen, also beobachten, vergleichen. 
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Durch die weiteren Beziehungen, welche die Menschen in Bezug 
auf die Menge der Dinge, deren Ausdehnung, Grösse, Gewicht, 
Wert u. s. w. erworben haben, sind die Zahlen genauer spezifiziert 
worden. Die Zahlen sind daher auch nur den Menschen eigen, 
da sie eine Errungenschaft der menschlichen Entwicklung sind. 

Wir betonen also: Die Menschen erkennen die arith- 
metischen Grössenverhältnisse in erster Linie an den 
Dingen. Die Thatsache, dass die ersten Zahlennamen wirklichen 
Dingen (Pinger, Auge, Hand, Mensch u. s. w.) entnommen waren, 
sind ein Beweis dafür. Natürlich sind wir dann auch imstande, 
die gewonnenen Zahlenverhältnisse nachzubilden bezw. auf andere 
Gegenstände zu übertragen oder anzuwenden. Wir sollen uns 
etwa 4 fremde Tiere vorstellen. Es leuchtet sofort ein, dass wir 
erst wissen müssen, wie ein einzelnes derselben aussieht, ehe wir 
imstande sind, uns deren 4 vorzustellen. Ohne Anschauung und 
ohne Grundlage gewisser Objekte hat die Zahl auch hier keinen Sinn. 

Aus dem allen ergiebt sich: Die Übertragung oder An- 
wendung der Zahlen auf Dinge ist bloss eine Nach- 
ahmung derjenigen Verhältnisse, die wir an vielen 
anderen Beispielen in unser Gedächtnis aufgenommen 
haben. Wenn der Geist hierbei, wie sonst auch, eine gewisse 
Thätigkeit entfaltet, so ist diese im eigentlichen Sinne doch keine 
produktive, sondern nur eine reproduktive. Ein Kind z. B., 
das noch keine Töne in sich aufgenommen hat, ist auch nicht 
imstande, solche zu neuen Tonstücken zusammenzusetzen. Wer 
sich jedoch jahrelang die verschiedensten Motive zum geistigen 
Eigentum gemacht hat, dem wird dies mehr oder weniger leicht 
sein. Und doch findet auch hier eine eigentliche Produktion 
nicht statt. Selbst in den phantasiereichsten und originellsten 
Tonstücken findet nur eine Kombination bekannter Motive zu 
neuen Gebilden statt. Oder hat vielleicht ein Komponist Töne 
hervorgebracht, die vorher in der Musik nicht existierten? 

Auch hieraus resultiert: Es ist falsch, wenn manche Rechen- 
methodiker behaupten, es sei natürlich und gut, die Zahlen im 
ersten Rechenunterricht allein durch das Wort (die Zählreihe) 
ohne Anschauung zu vermitteln, oder wenn sie sagen, „die Zahl 
sei eine Urteilskraft", liege nicht in den Dingen, sondern 
werde ihnen durch den Verstand erst aufgedrückt. Wir wissen 
nun, dass ohne die voraufgegangene Anschauung oder Vorstellung 
irgend welcher Dinge keine Zahl existiert. So lange es nicht 
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gelingt, nachzuweisen, dass die Zahlen etwas Selbständiges, 
Körperliches, an sich allein Vorstellbares, von anderen Dingen 
Unabhängiges sind, müssen wir zugeben, dass die Dinge die Ver- 
anlassung zur Zahlenbildung geben. Daher können wir auch eine 
Zahl, die nicht vorher bereits als bestimmtes Verhältnis in einer 
Menge von Gegenständen ausgedrückt ist, keineswegs auf dieselben 
übertragen, d. h. wir können 4 Äpfel niemals als 5, 2 oder 3 
bezeichnen. Die Wahrnehmung fordert ein bestimmtes Urteil 
erst heraus! Was die Projektion der zahlenmässig aufgefassten 
Dinge betrifft, so ist auch sie nur ein den wirklich wahr- 
genommenen Dingen nachfolgendes seelisches Produkt, das nicht 
zustande gekommen wäre ohne Empfindung. Bei der Projektion 
ist nicht einmal ein Willensakt vorhanden, sie ist lediglich eine 
Konsequenz der Wahrnehmung. 

11. Die Zahl ohne Verbindung mit Dingen. 

Vergegenwärtigen wir uns zur Beantwortung dieses Themas 
die Entwicklung der Zahl! Dieselbe ist mit derjenigen 
der Sprache vergleichbar. Die Sprache ist hervorgegangen 
aus der Veranlassung, sich über die Umgebung, ihre Beschaffenheit 
und Veränderung, ohne örtlich an diese gebunden zu sein, unter- 
richten zu können. Mit den sie umgebenden Dingen treten die 
Menschen in Beziehung, mit ihnen hantieren sie. Ohne die 
Beziehungen der Menschen zu ihrer Umgebung wäre die 
Sprache niemals entstanden. Freilich ging diese Entwicklung 
nicht im Laufe eines Menschenalters vor sich, dazu gehörten 
vielmehr Jahrtausende. Dem Denken in Worten ging ein Denken 
ohne Worte voraus. Ohne dieses wäre jenes nicht entstanden. 
Hieraus erkennen wir das Walten des Gesetzes, dass jeder Wirkung 
auch eine Ursache zu Grunde liegt. Die Ursache waren hier in 
erster Linie die Gegenstände, in zweiter die geistige Empfindungs- 
fähigkeit. Wir sagten schon eingangs, dass diese beiden parallelen 
Reihen unzertrennbar sind. Aber die zweite derselben ist doch 
nur das empfangende, nicht das gebende Element. Die Frucht des 
Zusammenwirkens beider Elemente besteht in geistigen Produkten, 
also hier in der Sprache und, was die Mengenverhältnisse der 
Dinge anbetrifft, der Zahl. Das Materielle gab den Anreiz 
zur Auslösung der seelischen Produkte. Die Umgebung der 
Menschen also gab und giebt ihnen Veranlassung zum Denken. 
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Sie forderte die Beobachtung und das Urteil heraus. Es war nicht 
gleichgütig, wie sich die Menschen zu ihrer Umgebung verhielten. 
Zwischen dem unschuldigen Stein, an den sie sich höchstens 
einmal stossen konnten, und zwischen dem Raubtier, das ihr Dasein 
in Frage stellte, war jedenfalls ein offenbarer Unterschied, der 
im Laufe der Zeit zu bestimmten Reaktionen führen musste. 

Desgleichen lag es für die Menschen nahe, die Ergebnisse 
ihrer Erfahrung und ihres Denkens anderen (z. B. der jüngeren 
Generation) mitzuteilen, um diese im Voraus damit bekannt zu 
machen und sie dadurch vor Irrtümern und Missgriffen zu be- 
wahren. In solchen und ähnlichen Thatsachen müssen wir die 
Ursache der Sprache suchen, die sich je nach der Art und Weise 
der Umgebung und je nach den Anforderungen, welche an die 
Menschen gestellt waren, entsprechend erweiterte und umgestaltete 
und so gleichen Schritt mit der kulturellen Entwicklung der 
Völker hielt. 

Natürlich wirkten bei der Entwicklung der Sprache auch 
die sonstigen der materiellen Welt entlehnten Vorstellungen und 
die aus diesen gebildeten Urteile mit. Auch an ihnen er- 
kennen wir, dass die materielle Wölt dem Geiste einen 
Stempel aufgedrückt hat. War doch diese eher da, als je 
^ein Mensch die Welt erblickte, und wird noch da sein, wenn der- 
selbe körperlich längst nicht mehr ist. Immer veranlasst das 
Materielle den Menschen, sich nach ihm zu richten, und selbst, 
wenn dieser scheinbar gebieterisch sich die Naturgesetze dienstbar 
macht, er ist doch weiter nichts als ein Diener derselben. 

Kommen wir nunmehr auf die Entwicklung der Zahl zu 
sprechen. Nicht unser Geist hat sie zuerst den Dingen auf- 
gedrückt, er hat die Dinge nicht sogleich zahlenmässig erkannt, 
beurteilt und abgeschätzt, sondern musste durch die Zahleigen- 
schaften der Dinge im Laufe der Zeit erst zu dieser Fähigkeit 
sich entwickeln! Es konnte den Menschen z. B. nicht gleich- 
giltig sein, ob sie sich bezügl. der Nahrung sättigen konnten oder 
nicht. Dieser Umstand führte zuerst zur Erkenntnis der 
grösseren Menge, und hierin liegen die ersten Keime 
der Zahlenbildung, denn auch das Viel und Wenig ge- 
hört mit in den Bereich der Zahl, nicht nur die be- 
stimmten Zahlen. Letztere haben sich durch Spezifikation aus 
den unbestimmten Mengen heraus entwickelt. Was dieses Viel 
oder Wenig anbetrifft, so ist es auch heutzutage dem Bauer nich 
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einerlei, ob seine Ernte reichlich oder gering ist, dem Kaufmann 
nicht gleichgültig, ob er viel Geld erübrigt oder wenig. 

Die unkultivierten Völker sind auf dem Gebiete der 
Zahlentwicklung noch weit zurück, da ihr ganzer An- 
schauungskreis zurück ist. Giebt es doch noch Völker, deren 
Zahlerkenntnis kaum über zwei hinausgeht. Woran liegt dieses 
Zurückbleiben? Es fehlt ihnen die Veranlassung zur weiteren 
Ausbildung der Zahlen. Diesen Völkern sind natürlich auch die 
Operationen unbekannt, abgesehen von den ersten Anfängen des 
Vermehrens und Vermindern, die sie mit wirklichen 'Dingen aus- 
führen. Hierzu benutzen sie als Symbole Steine, Muscheln 
und sonstige gleichartige Gegenstände, sodass also die 
Zahlen überhaupt nur in Verbindung mit wirklichen 
Dingen auftreten. Von australischen Völkern wissen wir, dass 
sie für das Kaufen und Verkaufen grosse, in der Mitte mit einem 
Loche versehene und daher auf Stangen aufreihbare, runde Steine 
benutzen. 

Anders verfahren die kultivierten Völker. Diese sind tag- 
täglich veranlasst, von den Zahlen und ihren Be- 
ziehungen zu den Dingen den weitgehendsten Gebrauch 
zu machen. Sie müssen Waren verkaufen und einkaufen, Gelder 
einnehmen und ausgeben, Zinsen von solchen berechnen, Gewinne 
und Verluste abschätzen bezw. genau feststellen. Es leuchtet so- 
fort ein, dass sie gezwungen sind, ihr Hauptaugenmerk auf die 
„reinen Zahlenverhältnisse 1 ' zu lenken, zumal sie die Beobachtung 
gemacht haben, dass diese, selbst wenn die Gegenstände wechseln, 
dennoch dieselben bleiben. Es ist klar, dass ein Kaufmann jede 
Aufgabe, die er zu lösen hat, nicht mit seinen Waren (Kaffee, 
Zucker, Keis, Mehl u. s. w.) wirklich ausführen kann, selbst die 
Ausführung mit Mark- und Pfennigstücke wäre zu umständlich. Er 
muss die Zahlen mehr mit ihrem Namen als mit ihrem 
Inhalt erfassen, jedoch so, dass er jederzeit auch sofort 
über ihren wahren Inhalt verfügen kann. Also muss er, 
will er gewandt und ungestört rechnen, die Dinge in den Hinter- 
grund des Bewusstseins treten lassen, sodass die reinen Zahlen- 
verhältnisse um so mehr in einem hellen Lichte erscheinen. Er 
muss weiter die einzelnen Dinge möglichst wieder zu 
einer bestimmten Menge (Zehner, Dutzende, Schock u. s.w.) 
vereinigen, um mit diesen rechnen zu können wie mit 
gewöhnlichen Einheiten. Dieses Bestreben führte zur 
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Bildung des Zehnersystems sowie zur Entstehung der 
Geldsorten, Masse und Gewichte. 

In welcher Form tritt uns nun die Zahl entgegen, wenn sie 
nicht mit den Dingen verbunden ist? Dies geschieht entweder 
in ihrer einen Teilvorstellung, dem Zahlwort oder in der anderen? 
der Ziffer. Begrifflich noch mehr verallgemeinert begegnen wir 
der Zahl (hauptsächlich den relativen Zahlen) in den für sie 
gesetzten Buchstaben. Unter diesen kann dann irgend eine 
beliebige Zahl verstanden werden. 

In den verschiedenen Mengen von Dingen prägen sich 
bestimmte Verhältnisse aus, welche dieselben bleiben, wenn auch 
die Gegenstände wechseln Hierbei blieb die Menschheit nicht 
stehen. Die Beobachtung der reinen Zahlenverhältnisse allein konnte 
den Menschen für die Dauer nicht genügen. Sie machten die 
Entdeckung, dass, wenn verschiedene Mengen vereinigt 
wurden, sich aus denselben wieder andere, bestimmte 
Mengen ergaben (aus 5 + 1, 4+ 2, 3+ 3, 2 + 4, 1 + 5 = 6 etc.). 
Für diejenigen, welche beim Tausche oder Handel Vorteile gewinnen 
wollten, war es durchaus notwendig, jene Verhältnisse oder Ergeb- 
nisse auswendig zu wissen, um frei darüber verfügen zu können. 
Diese Thatsache ist auch heutzutage noch die Ursache, weshalb 
wir überhaupt das Eechnen lernen und lehren. Wir bezwecken 
damit, das jüngere Geschlecht in möglichst kurzer Zeit mit 
jenen Zahlenverhältnissen bekannt zu machen, weil sie auf dem 
Wege der Erfahrung nur langsam ihr Eigentum würden. Aus 
diesem Grunde benutzen wir auch Eechenvorrichtungen mit gleichen 
Einheiten, weil diese gestatten, die Aufmerksamkeit mehr auf die 
reinen Zahlenverhältnisse zu lenken, als dies sonst der Fall wäre. 

So war der Anfang gemacht zu den Formeln, die 

mittels des Gedächtnisses aufbewahrt werden, und die 

man mit sich herumtragen kann, ohne an Notizbuch und 

Gegenstände gebunden zu sein. Je fester diese Formeln 

(auch die einfachen Eechenaufgaben wie 4 + 3=7, 6 — 2 = 4, 

9 + 8 = 17, 3 X 8 = 24 u. a. sind hierzu zu rechnen) eingeprägt 

sind, um so grössere Rechenfertigkeit wird für die Praxis 

erzielt. Daher das Bedürfnis, sie recht einfach zu gestalten 

4 r r r 4 tz \ 

vergl. z. B. die Formel w r 3 jr, entstanden aus — — —^ — — ) 

und ihrer möglichst viel zu behalten. Die Vereinfachung der 
Formeln führte dahin, hierzu relative Zahlen zu benutzen. 
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Erst dadurch können sich alle absoluten Zahlen selbst den ver- 
einfachtesten Formeln fügen. Sätze wie z. B. der Cosinussatz: 
„In jedem Dreieck ist der Cosinus irgend eines Winkels gleich 
der Summe der Quadrate der beiden einschliessenden Seiten 
weniger dem Quadrat der Gegenseite, alles dividiert durch das 
doppelte Produkt aus den beiden einschliessenden Seiten" u. a. 
lassen sich deshalb nur schwer merken, weil der eigentliche 
Kern der Sache durch viele Worte zurückgedrängt wird. Viel 
leichter und sicherer geschieht dies in einer Formel wie die 

n * a b a + c* — a* 
folgende : cos A = ö~t 

Wir sehen, die Formeln sind im Grunde genommen 
nur Gedächtnishülfen. Hinter ihnen muss jedoch das Ver- 
ständnis für dieselben und ihre Anwendbarkeit für die wirklichen 
Dinge, mit denen operiert wird, schweben, wenn ihr Wert nicht 
hinfällig sein soll. Ebenso stehen hinter jedem Zahlwort die 
Dinge, auf die sie Bezug haben und für deren Dienst sie der 
Menschengeist erzeugt hat. Das beweisen auch unsere Eechen- 
bücher, welche unter den angewandten Aufgaben eine Anwendung 
auf die realen Verhältnisse des praktischen Lebens herbeizuführen 
suchen. Allerdings entgeht unsern Kindern hierbei das eigentliche 
Hantieren mit Dingen. Auf dieses nimmt erst das praktische Leben 
nach ihrer Entlassung aus der Schule Bezug. Dann muss der 
Bauer sein Heu und seine Kartoffeln wirklich und nicht bloss in 
der Idee verkaufen, der Kaufmann muss seine Waren mit wirk- 
lichen, fühlbaren Gewichten und nicht bloss mit eingebildeten 
wiegen, der Schreiner das Metermass wirklich in die Hand nehmen 
und damit messen, anstatt sich dieses bloss vorzustellen. Dann machen 
die Finger das klar, was sie in der Schule oftmals nicht „begriffen" 
haben. Mit Kecht hat die neuere Schule jene Mängel erkannt und 
trachtet (z. B. im Handarbeitsunterricht) darnach, die vielfach 
unbegriffene Kopfarbeit, bei welcher die Kinder mit Vorstellungen 
operieren sollen, von denen sie — man kann es vielfach getrost 
behaupten — „keine Vorstellung haben' 1 , durch wirkliche Hand- 
arbeit begreiflicher zu machen. 

Wie weit sind doch diejenigen Pädagogen noch zurück, 
welche den ersten Bechenunterricht, weil die Zahlen nichts „Körper- 
liches", sondern „Begriffe von Begriffen" sind, ohne Veranschau- 
lichungsmittel erteilt haben wollen. — Das ist allerdings richtig: 
Die Dinge (Kugeln u. s. w.) sind die Zahlen selbst nicht. An 
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ihnen aber kommen die Zahlenverhältnisse zum sichtbaren Aus- 
druck. Darum ist es ganz gut, die Kinder zu gewöhnen? 
bei Nennung eines Zahlennamens wie 3 oder 4 sofort an 
3 oder 4 bekannte Objekte zu denken, um so der Vor- 
stellung einen realen Hintergrund zu geben. In diesem 
Sinne muss man auch zugeben, dass es für das Kennenlernen 
der Zahlen von Vorteil ist, 3 Kugeln oder Würfel nicht in deren 
körperlichen Qualitäten, sondern direkt als „die 3*' u. s. w. aufzufassen. 
Um den Begriff der „Zahl" kümmern sich unsere Kinder 
wenig. Sie wollen aber etwas haben, woran sie sich 
klammern, und das ist nicht der Strohhalm des Zahl- 
wortes, sondern die frische, nicht zu verlassende Quelle 
der körperlichen Dinge. 

Wir haben gefunden: die von den Gegenständen losgelösten 
begrifflichen Zahlen, welche uns in den Zahlwörtern und Ziffern 
entgegentreten, sind weiter nichts als die das eigentliche Wesen 
derselben vertretenden Worte und Ziffern. In Wirklichkeit sind 
letztere nur Zeichen, willkürlich gewählte und daher bei den ver- 
schiedenen Völkern verschiedenfach geartete Zeichen, welche an die 
Gegenstände und die an ihnen zum Ausdruck gelangenden Zahlen- 
verhältnisse erinnern und in ihnen erst ihre eigentliche Euhe 
finden ! Da die Zahl nach meinem Dafürhalten nur das Mengen- 
verhältnis der Dinge ist, so kann sie auch ohne solche keine 
Existenz haben. 

12. Die Anschauung als Grundlage des Zählens. 

Das Zählen ist von Methodikern, wie Knilling, Tanck, 
Knoche u. a. gewissermassen als etwas Ursprüngliches, als eine 
Art Erfindung, die erst die Zahl erschlossen hat und noch er- 
schliesst, und ohne welches eine Zahl gar nicht zustande kommen 
könne, hingestellt worden. Man hat diese Eichtung im Gegensatz 
zu den „Anschauern 1 ' die „Zähler 4 * genannt. Wir werden sehen, 
dass der richtige Weg auch hier in der Mitte liegt. 

Legen wir uns einmal die Frage vor, wie die Menschheit 
zum Zählen kam! Wäre das Zählen etwas Ursprüngliches, also 
eher da gewesen als die Zahlen selbst, so könnte man daraus 
folgern, dass irgend ein Menschenkind eines schönen Tages den 
Dingen die Zahlen auf Grund der Zählreihe aufgedrückt hat. Dies 
war aber nicht der Fall, sondern gerade der umgekehrte Vorgang 
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hat stattgefunden: die Zahlen waren eher da als das Zählen. 
Die ersten Zahlen wie z. B. 2, welche, wie bereits erwähnt, bei 
den Indiern „Augen" bedeutete oder 5, deren Benennung der- 
jenigen für „Hand" entnommen war, sind durch die Anschauung, 
aber nicht durch Zählen zustande gekommen. Die Wertschätzung 
der Dinge in Bezug auf ihre Anzahl gab die erste Veranlassung, 
die hierbei erkannten und waltenden Verhältnisse durch das Wort 
auszudrücken. Auf diese Ursache ist zunächst die Entstehung 
der Zahlen zurückzuführen. Wollte man aber (etwa bis 5) zählen, 
so musste man vorher erkennen, dass in der 5 wieder folgende 
Zahlen zu finden sind: die 1, die 2 (nämlich 1; 1), die 3 (1; 1; 1), 
die 4 (1; 1: 1; 1) und die 5 (1; 1; 1; 1; 1). Die 2 bedeutet 
demnach die Zusammenfassung von 1; 1 (nicht 1 -f- 1, weil 
durch die Verbindung des -\- die Entstehung der Zahl noch nicht 
abgeschlossen ist), die 3 die momentane Auffassung der 1; 1; 1 
(3 X 1) u - s - w - Wie konnte man sonst dazu kommen, die 
2. Einheit, eine blosse 1, mit dem Namen 2, die 3. Einheit (wieder 
eine blosse 1) mit dem Namen 3, die 4. Einheit (ebenfalls nur 
eine 1) mit dem Namen 4 u. s. w. zu bezeichnen, wie wir es 
(nach oberflächlicher Benennung) beim Zählen wirklich thun. 
Genau genommen müssten wir beim jedesmaligen Fort- 
schreiten zur folgenden Einheit einen Rückblick halten, 
um alle Einheiten von der ersten bis zu der zuletzt ins 
Auge gefassten als zur genannten Grundzahl gehörig 

aufzufassen. 

Die Menschen verglichen nicht bloss die Einheiten für sich, 

sondern auch die durch sie ausgedrückten Mengen in Bezug auf 
ihren Inhalt. Daher erkannten sie, dass 3 Dinge 1 mehr als 2; 
4 = 1 mehr als 3 ; 5 = 1 mehr als 4 u. s. w. waren. Wollten 
sie, ehe sie noch zählen konnten, grössere Zahlen (wie 8) ihrem 
Inhalt nach kennen lernen, so mussten sie, sofern die Einheiten 
nicht übersichtlich geordnet und dadurch leichter abzuschätzen 
waren, so urteilen: bis hierher geht 2, bis hierher 3, bis hierher 
4 u. s. w. bis zur 8. Nach einiger Übung konnte dieser Weg 
schon abgekürzt werden in die schnelleren Urteile 1, 2, 3, 4, 5, 
6, 7, 8, später vielleicht gar in 2, 4, 6, 8 oder in 4, 8. Was 
hätte sonst die 8 für einen Sinn, wenn wir darunter nur die 
8. Einheit und nicht auch die 7., 6., 5., 4., 3., 2. und 1., 
d. h. die ihr sämtlich vorausgehenden Einheiten darunter ver- 
ständen? 
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Das Zählen verhält sich demnach zur Zahl wie die 
Wirkung zur Ursache, nicht umgekehrt, wie die „Zähler" 
meinen. Daher ist es eine Operation „mit Zahlen", und 
diese stehen in seinem Dienste wie bei allen übrigen 
Rechnungsarten. Noch deutlicher werden uns diese Vorgänge, 
wenn wir uns in die Lage versetzen, in welcher sich die ersten 
Menschen befanden. Dies können wir leicht dadurch bewerk- 
stelligen, dass wir an die Stelle der gebräuchlichen Zahlennamen 
die Buchstaben a, b, c, d, e, f, g, h, i, k oder andere setzen. 
Sobald wir dann nach dem Inhalt einer Zahl wie f fragen, müssen 
wir einsehen, dass diese nicht bloss den einzigen Buchstaben f 
umfasst, sondern dass hierzu auch die durch die Buchstaben a, b, 
c, d, e ausgedrückten Zahlen gehören, und dass nur die durch 
f bezeichnete Einheit mit den von a bis f stehenden Einheiten 
gleichnamig ist. 

Daher behaupte ich entgegen den bisherigen An- 
sichten über das Zählen: auch für dieses ist die An- 
schauung die absolute Grundlage der Erkenntnis. So 
paradox dies manchem Schulmann klingen mag, so wird er die 
Wahrheit dieser Behauptung doch aus folgenden Beispielen erkennen: 
Setze ich mich z. B. an das Klavier und versuche, eine Anzahl 
Tasten, etwa deren 16, abzuzählen, sehe aber dabei grundsätzlich 
nicht auf diese, sondern abseits, sodass mir die erste Taste nicht 
bekannt ist, und versuche, nachdem ich mit dem Zählen fertig 
bin, die Menge der gezählten Einheiten anzugeben, so kann ich 
die Erfahrung machen, dass mir diese Operation gar nichts ge- 
nützt hat, denn ich bin auf Grund des Zählens allein nicht im- 
stande, anzugeben, welche Tasten zur Zahl 16 gehören. Was ist 
die Ursache? Es fehlt die Feststellung der ersten und letzten 
Einheit, sozusagen die Klammern für die zwischen ihnen liegenden 
Einheiten. Ohne erste und letzte Einheit und ohne aus- 
drückliche Feststellung derselben durch die Sinne, 
hauptsächlich das Auge, ist der Wert des Zählens ein 
trügerischer, ja zweckloser. 

Ein anderes Beispiel: Versuche ich eine Anzahl Gegenstände, 
etwa Ziegel auf Gebäuden, Dielen auf dem Fussboden, Figuren 
auf den Tapeten, Latten an Gartenzäunen yi. s. w. etwas rasch zu 
zählen, nämlich so, dass das Auge nicht nach jeder einzelnen 
Einheit oder Gruppe von Zweien, Dreien und Vieren einen neuen 
Gesichtswinkel, d. h. einen Stillstand in der Fortbewegung markiert, 
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so ist das Verzählen eine unbedingte Folge. Nur dann, 
wenn ich jede Einheit oder gleiche Gruppen von derselben räum- 
lichen Ausdehnung scharf ins Auge fasse und so wissentlich als 
diskrete Grösse von den übrigen absondere, wird es gelingen, die 
betreffende Anzahl genau festzustellen. Die Anschauung hat 
hierbei gevvissermassen fühlen lassen, dass man sie 
auch beim Zählen nicht ungestraft ignorieren darf! 

Noch deutlicher wird uns das Gesagte an folgendem Beispiel : 
Man versuche einmal, eine Anzahl von Dingen, die sich in Be- 
wegung befinden, etwa fliegende Tauben, durcheinander sich 
bewegende Hühner, Taubon u. s. w. durch Zählen festzustellen, 
und man wird die Beobachtung machen können, dass dies un- 
möglich ist, wenn man nicht mit gespanntester Aufmerk- 
samkeit des Auges ihre Einheiten fixieren und so die 
bereits gezählten von den noch zu zählenden unter- 
scheiden kann. Gelingt dies nicht, dann können auch die 
„Zähler" eine solche Anzahl nicht zählen, selbst wenn es nur 8 
oder 10 Objekte wären! Darum sind wir geneigt — und diese 
Beobachtung ist sehr lehrreich für die Praxis der Schule — die 
genannten Objekte nicht einzeln, sondern in Gruppen aufzufassen! 
Wenn freilich die Vorbedingung für das Zählen, die Anschauung, 
erfüllt ist — und auf die Vertiefung derselben legen wir eben 
das Hauptgewicht — dann wird es ein Leichtes sein, an der Hand 
der zum Zählen geeigneten Gegenstände die dem Gedächtnis ein- 
geprägte Zählreihe anzuwenden. 

Aus den angeführten Beispielen geht unzweideutig 
und unwiderleglich hervor, dass wir ohne Anschauung 
der Dinge gar nicht imstande sind, ihre Zahl festzu- 
stellen, wieder ein Beweis, dass Dinge und Zahl zusammen- 
gehören. Besonders die Beispiele von den Dachziegeln oder den 
Dielen des Fussbodens werden zeigen, dass wir sehr genau be- 
obachten und die einzelnen Einheiten scharf von einander abgrenzen 
müssen, wenn die Grundlage oder Vorbedingung für das Zählen 
erfüllt sein soll. 

Was die grösseren Zahlen, wie 14, 16 u. s. w., anbetrifft, so 
sind dieselben, wenn die sie zum Ausdruck bringenden Objekte in 
einer geraden und ununterbrochenen Reihe stehen, infolge der 
Enge des Bewusstseins nicht mit einem Blick sicher aufzufassen. 1 ) 
Nur dann, wenn dieselben in Gruppen gegliedert sind, 

*) Bei vielen Menschen liegt diese Grenze schon bei 4. 
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ist dies möglich. Im anderen Falle müssen wir allerdings 
zählen. Auch hierin lag eine Veranlassung für die Menschen, 
das Zählen zu erlernen. So lange sie, bei den ersten Zahlen, 
mit dem blossen Auge zurecht kamen, brauchten sie das nicht. 
Es wäre daher thöricht, das Zählen ganz aus dem ersten 
Rechenunterricht verbannen zu wollen, es muss nur 
so betrieben werden, dass dabei die für dasselbe auf- 
gestellten Forderungen erfüllt werden. Wenn das Zähion 
überhaupt nicht nötig wäre, dann würden es die Menschen auch 
nicht hervorgebracht haben. Das Zählen hat mitunter seinen 
Nutzen! Es zwingt die Schüler, nicht oberflächlich 
hinzusehen, sondern jede Einheit mit dem „gelben Fleck" 
der Netzhaut zu fixieren und so einzeln der Vorstellung 
einzuverleiben. In diesem Sinne dient es zur Ver- 
tiefung der Anschauung. Beides, das Zählen und die An- 
schauung gehen Hand in Hand; möchten dies nunmehr auch 
die ,,Zähler und Anschauer" zum Segen unserer Volks- 
schule thun! Die Anschauung kann unter Umständen als 
„Lupe u für das Zählen und umgekehrt die dem Gedächtnis so 
sicher eingeprägte Zählreihe auch als Lupe für die Anschauung 
dienen. Es waltet auch hier das für die Sinne geltende Gesetz, 
wonach, wenn der eine Sinn allein nicht recht fertig wird, der 
andere unterstützend eingreift. Bei den kleineren Zahlen, etwa 
bis 1 4, oder, wenn sie zweireihig und übersichtlich geordnet sind, 
noch weiter, gelingt dies dem Auge mit Leichtigkeit, bei den 
grösseren aber, besonders, wenn der 2. Zehner hinzutritt, nur dann, 
wenn die Zählreihe, d. i. die lautliche Teilvorstellung der Zahlen, 
herbeigezogen wird oder wenn eine technische Anordnung ein 
weiteres Auffassungsvermögen des Auges zulässt. Daher müssen 
wir zum Zählen besonders dann greifen, wenn die Einheiten (etwa 
oin Häuflein auf dem Tische liegender Geldstücke) durcheinander 
liegen, während dies bei übersichtlich geordneten Zahlen weniger 
der Fall ist. Ohne Zweifel können auch grössere Zahlen wie 
54, 63 u. a., wenn sie auf Grund des Zehnersystems übersichtlich 
geordnet sind, durch die Anschauung viel schneller festgestellt 
werden als durch Zählen. Der halbweg etwas gewandte 
Rechner zählt dann überhaupt nicht Einheit um Einheit, 
sondern in Gruppen, etwa so: 3,6, 9, 12, 15, 18, 21 u. s. w. 
Stets aber darf hierbei die korrigierende Thätigkeit des Auges 
nicht fehlen, dies muss sozusagen erst um Erlaubnis gefragt 
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werden, ob die folgende Zahl auch hinzugefügt werden darf. 
Würde sich z. B. unter einer Anzahl zu zählender Äpfel eine 
Birne befinden, so müsste diese wohlweislich erst entfernt werden, 
wenn das Zählresultat nicht ein unrichtiges sein sollte. 

Was das Zustandekommen der ersten Zahlen anbe- 
trifft, so müssen wir ausdrücklich darauf hinweisen, 
dass dabei ein Zählen ausgeschlossen war. Folgendes 
Experiment wird dies beweisen: Sobald ich einem Kinde im 
Alter von etwa 3 Jahren 3 oder 4 Punkte, die übersichtlich 
geordnet sind, vorzeige, und es imstande ist, diese Gruppen nach- 
zuzeichnen, so hat es die betreffenden Zahlen dem Wesen nach 
erfasst, selbst wenn ihm die Namen hierfür noch nicht bekannt 
wären. Es zeigt sich auch hier, dass dem Vorstellen und Denken 
auf Grund der Zahlennamen ein solches ohne diese vorausgeht, 
wie wir dies auch bezüglich der Sprache behauptet haben. 

Dass wir geneigt sind, das Zählen bei grösseren 
Mengen abzukürzen, indem wir hierzu das Zehnersystem 
her anziehen, beweisen besonders auch unsere Geldsorten. 
Statt 48 einzelne Pfennige oder 64 einzelne Mark abzuzählen, 
benutzen wir hierzu vielmehr Groschen, Zehnmarkstücke u. s. w. 
Auch hierbei spielt die Anschauung eine sehr wichtige Bolle, da 
es durchaus nicht einerlei ist, etwa ein Zehnmarkstück als Pfennig 
anzusehen, welche Unterscheidung nur durch die Anschauung, 
niemals aber durch das Zählen herbeigeführt werden kann. 

Aus dem bisher Erörterten ergiebt sich als Konsequenz für 
die Erlernung des Zählens: Wir müssen hierbei durchaus 
vermeiden, die Grundzahlen mit den Ordnungszahlen zu 
verwechseln! — Wie sollen aber diese Unterschiede den Kindern 
klar werden, wenn sie z. B. an den Kugelmaschinen die 1. Einheit 
als 1, die 2. Einheit als 2, die 3. als 3 u. s. w. zu benennen angeleitet 
werden?! Das scharf beobachtende und logisch denkende Kind muss 
so glauben, die 1. Kugel hiesse 1, die 2. = 2, die 3. = 3 u. s. w. 
Wir sehen, dass ein solches Verfahren die Einheitlichkeit der Zahl 
nicht zu ihrem Eechte kommen lässt und so auch nicht auf direktem 
Wege zur klaren Erkenntnis der Zahl führen kann. 

Ein Rechenapparat, der so eingerichtet wäre, dass 
jede zu einer voraufgehenden Zahl hinzugezählte Ein- 
heit sich mit dieser zu einem einheitlichen Ganzen ver- 
schmelzen Hesse, würde für die Kinder eine grosse Hülfe 
für die Auffassung der Zahlen und Operationen bedeuten ! 

Schneider, Die Zahl im grundieren den Rechonunterricht. 4 
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13. Die Assoziation der ZahlYorstellungen. 



Wie die Physiologie lehrt, sind die durch unsere 
Sinne dem Gehirn übermittelten Vorstellungen an be- 
stimmte Stellen desselben, Centren genannt, gebunden. 
Durch die Nervenfasern stehen die einzelnen Ganglienzellen bezw. 
Vorstellungscentren mit einander in Verbindung wie etwa Tele- 
graphenstationen durch ihre Drähte. Sobald irgend ein Eeiz ins 
Gehirn dringt, entsteht eine Erregung verschiedener Nervenfasern 
und Ganglienzellen. Gesetzt, ein Kind spiele mit Kugeln. Bei 
dieser Thätigkeit beteiligen sich verschiedene Sinne. Die Kugeln 
werden angefasst, in Bewegung gesetzt, von einem gewissen Ort, 
an den sie hingelaufen sind, wieder hervorgeholt u. s. w. Unter- 
stützt wird der hierbei thätige Tastsinn durch das Auge. Beide 
Sinne orientieren das Kind vollständig über den Gegenstand. 
Diese Thätigkeiten werden öfters wiederholt und die in den Centren 
für Gesichts-, Tast- und Bewegungsvorstellungen niedergelegten 
Erinnerungsbilder befestigt. Dabei verhält sich [das Kind nicht 
bloss rezeptiv, sondern ist geneigt, die betreffenden Dinge selbst 
in Bewegung zu setzen; ein blosses unthätiges Zuschauen würde 
es nicht ertragen. Die so entstandenen Vorstellungen treten 
untereinander in mannigfache Beziehungen, Gesichts-, Gehörs-, 
Bewegungs- und Tastvorstellungen treten in Assoziation. 

Kommen wir wieder auf obiges Beispiel von dem Spiel eines 
Kindes zurück, so scheint es, dass bei demselben der Gehörssinn 
ausgeschlossen ist. Dies verhält sich aber nicht so. Bereits das 
Kauschen der Kugeln während des Fortlaufens, ihr Klappern beim 
Herunterfallen auf den Fussboden oder ihr Anstossen an die 
Wand bezw. ihr Zusammenstossen hat auch das Gehör erregt. 
Somit hat sich auch die Gehörthätigkeit an der Asso- 
ziation beteiligt. Doch hierbei bleibt es nicht. Bei Gelegen- 
heit nimmt vielleicht noch eine andere und ältere ^Person an 
dem Spiele teil. Dabei hört das Kind wohl auch Worte wie: 
Gieb mir einmal die Kugel! Fange sie auf! Da hast du die 
Kugel! Dort liegen sie alle zwei! u. s. w. So verknüpfen sich 
mit den Objektivvorstellungen auch Wortklangbilder und weiter- 
hin — dank dem Nachsprechen des Kindes — Sprechbewegungen. 

Wir nehmen an, das erwähnte Spiel des Kindes sei zu Ende. 
Es denkt vielleicht längere Zeit nicht mehr an die Kugeln. 
Gelegentlich zeigen wir ihm diese wieder einmal vielleicht in 
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Gegenwart eines jüngeren Kindes, das noch nicht mit ihnen 
gespielt hat, vor. Was ist die Folge? Das jüngere Kind sieht 
die Kugeln an, greift wohl auch darnach, doch weiter äussert 
sich sein Geist nicht. Die Augen des ersten aber, welches 
bereits mit den Kugeln gespielt hat, leuchten bei ihrem Anblick 
auf. Ein gewisses Lustgefühl ist in ihm entstanden, unwillkürlich 
verlangt es nach seinen Kugeln, ja es weint oder schreit wohl, 
wenn sie ihm nicht gleich gereicht werden und, kaum hat es 
dieselben in seiner Hand, so wirft es sie auch sofort auf den 
Fussboden, auf dem sie sich weiterbewegen, bis sie einen Wider- 
stand finden. Hierbei zeigt sich die Frucht der Assoziation : 
Wiedererkennen und Selbstthätigkeit! 

Wie unrichtig handeln daher diejenigen Pädagogen, welche 
empfehlen, das Rechnen ohne Veranschaulichung bloss auf Grund 
von Wortklängen (Zahlennamen, die sie für die Begriffe der 
Zahlen ansehen) zu erteilen. Das Wort gehört ja allerdings 
auch als Teilvorstellung zum Gebiet der Zahlen, es hat 
aber nur die Aufgabe, gewisse zu erzeugende oder be- 
reits erzeugte Vorstellungen wachzurufen. An sich 
selbst kann es aber keine Zahlvorstellungen erzeugen, 
und das Aufsagen der Zahlennamen ist für die Er- 
lernung des ersten Rechnens zwecklos und nichtssagend. 
Desgleichen können Wortreihen wie 1 + 1 = 2, 2 + 1 = 3, 
3 + 1 = 4 oder 10 — 1 = 9, 9 — 1 = 8, 8 — 1 = 7 u. s. w., 
sofern sie ohne Anschauung bloss gedächtnismässig angeeignet 
werden, keine anderen als blosse Wortvorstellungen erzeugen. 
Dass diese aber die wirkliche Sache nicht vorstellen, sondern nur 
andeuten, leuchtet jedermann ein, desgleichen die Thatsache, dass 
■ein solcher Unterricht nur als eine Dressur angesehen werden 
kann. Nein! Pestalozzi und Comenius haben auch bezgl. 
•des ersten Rechenunterrichts recht, und die Behauptung, 
•die Zahlen kämen nicht auf Grund der Anschauung 
zustande, ist eine unrichtige, folgenschwere. Ja, man 
inuss sich darüber wundern, wie man dazu kam, die Anschauung 
als Grundlage des ersten Rechnens zu leugnen und das Heil in 
bedeutungslosen Lautreihen, Ziffernreihen, Memorieren, Denken 
und Urteilen auf Grund von Klängen und Wortbildern zu suchen. 
Das ist auch ein „Verlassen der lebendigen Quelle und ein Ver- 
ehren von toten Bildern!'' Die moderne Psychologie deckt diese 
Schäden und Irrtümer auf. 

4* 



52 



14. Der Zahlbegriff und das Wesen der Zahl. 



Die uns umgebenden Dinge werden mittelst verschiedener 
Sinne wahrgenommen. Zwei Sinne wenigstens beteiligen sich an 
der Wahrnehmung eines körperlichen Dinges. Durch diese Wahr- 
nehmung mittelst verschiedener Sinne entstehen zugleich auch 
verschiedene Teil Vorstellungen von den Dingen. Yon einem 
Apfel z.B. erhalten wir die Teilvorstellungen: Farbe, Form, 
Grösse, Geschmack u. a. m. Allerdings sind diese Merkmale 
an den verschiedenen Sorten von Äpfeln auch von einander ab- 
weichend. Die eine Sorte erscheint uns der Farbe nach rot oder 
gelb, die andere zeichnet sich durch eine besondere Grösse, Form 
oder einen eigenartigen Geschmack aus u. s. w. Gleichwohl be- 
zeichnen wir jede Sorte, ja jedes einzelne Exemplar als Apfel. 
Das hat folgende Bewandtnis: 

Wie bereits unsere Sinnesorgane imstande sind, durch unsere 
Akkommodation gewisse Empfindungen in den Vordergrund und 
andere, nebensächlichere in den Hintergrund des Bewusstseins zu 
drängen, so herrscht auch auf geistigem Gebiet bezügl. des Zu- 
standekommens der Begriffe ein ähnlicher Vorgang, welcher darin 
besteht, dass wesentliche Merkmale hervor-, unwesentliche aber 
zurücktreten. Wer daher einen Apfel bloss mittelst der Augen 
gesehen, aber nicht in die Hand bekommen bezw. gegessen hätte 
würde nur eine einzelne Teilvorstellung desselben besitzen. Sein 
Begriff Apfel würde unvollständig sein. Dasselbe wäre der Fall 
bei demjenigen, welcher bloss eine einzige Sorte, vielleicht die- 
jenige der Holzäpfel kennen gelernt hätte. Den meisten Menschen 
unseres Erdstrichs sind aber sehr verschiedene Sorten bekannt. 
Was ist die Folge? Bei jedesmaligem Bekanntwerden mit einer 
neuen Sorte, deren Eigenschaften von den bisher kennen gelernten 
merklich abweichen, wird die Vorstellung „Apfel" vollständiger 
und vielseitiger, die wesentlichen, allen Sorten gemeinsamen Merk- 
male gewinnen durch die öftere Wiederholung an Deutlichkeit, die un- 
wesentlichen aber treten mehr und mehr zurück. Aus einer 
Anzahl von Partial- oderTeilvorstellungen entsteht dem- 
nach die Einzelvorstellung eines bestimmten Objektes,, 
aus mehreren derselben der Einzelbegriff und durch 
noch weitere Verallgemeinerung der allgemeine Be~ 
griff. Hiernach ist klar, dass das Zustandekommen 
der Begriffe an die Einzelvorstellungen gebunden ist v 






die ihre Entstehung wiederum der Empfindung ver- 
danken, und dass dieses ein Prozess ist, bei dem die 
verschiedensten Gehirncentren sich beteiligen. 

Überblicken wir einmal die Teilvorstellungen der Zahl, 
so empfinden bezw. empfangen wir dieselben 1) durch das Auge 
in der Existenz von Gegenständen, welche wir sehen und der 
Menge nach beurteilen wollen. Sie treten dabei in diskreten Ein- 
heiten auf und bedürfen erst einer Zusammenfassung, der Synthese. 
Aus praktischen Gründen haben die Menschen diese Synthese 
sichtlich bemerkbar vorgenommen in den Geldsorten (Groschen, 
Mark, Thaler, Fünf- und Zehnmarkstück, Hundert- und Tausend- 
markschein), den Maassen (Längen-, Flächen- und Körpermaasse) 
sowie den Gewichten, nur mit dem Unterschied, dass dabei die 
einzelnen Einheiten nicht mehr bemerkbar sind, sondern er- 
fahrungsgemäss nur einen gleichen Wert haben wie die — bei 
den Geldsorten z. B. in verschiedenen Stoffen zum Ausdruck 
gelangende — Synthese der Zahl. Desgleichen treten uns Teil- 
vorstellungen der Zahl durch das Auge entgegen in den 
graphischen oder zeichnerischen Darstellungen derselben 
(vergl. auch die symbolischen Darstellungen der Zahl seitens der 
alten Kulturvölker), hauptsächlich in ihrer am höchsten entwickelten 
schriftlichen Darstellung, den Ziffern. Dieselben scheinen sich, 
nebenbei erwähnt, mit Ausnahme der 1 aus dem griechischen 
Alphabet entwickelt zu haben: 

1 (einfacher Strich), 1 ) a = 2, ß = 3, y = 4, d = 5, e = 6, 
f = 7, (r) =) H = 8, # = 9. (Die Ähnlichkeit ist mitunter 
verblüffend); 

2) empfangen wir die Teilvorstellungen der Zahl durch 
das Ohr in zeitlichen, durch Dinge hervorgerufenen Schall- 
eindrücken, sowie im Klangbilde des Zahlwortes; 

3) durch das Gefühl und den Muskelsinn im Hantieren 
mit den Dingen, sofern wir sie ihrer Wertschätzung, Schwere 
(vergl. die Gewichte), Ausdehnung u. s. w. nach bestimmen 
wollen, wozu wir im praktischen Leben so häufig Veranlassung 
haben. 

Daraus erkennen wir zunächst dass der Zahlbegriff genau 
unter denselben Bedingungen zustande kommen muss, wie alle 

') So wurde 1 wenigstens auf attischen Inschriften der klassischen Zeit 
bezeichnet; seit dem 2. Jahrhundert vor Christus wurde 1 = d, 2 = ff etc., 
6 = £ (vau), 7 = f gesetzt etc. Red. 
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übrigen Begriffe, und sodann, dass wir uns hüten müssen, 
irgend eine Teilvorstellung der Zahl, wie z. B. ihren 
zeitlichen und räumlichen Charakter, ihr Schrift- oder 
Klangbild u. s. w. als den Begriff derselben aufzufassen. 
Dies ist aber unzweifelhaft geschehen, wenn man das Wesen der 
Zahl definiert hat in Worten wie: die Zahl ist reine Zeit, die 
Zahl ist 1 -|- 1, die Zahl ist Verschiedenheit, die Zahl ist ein 
fühlbares Phänomen u. s. w. 

Was die Vorstellbarkeit der Begriffe anbetrifft, so thun ver- 
schiedene Methodiker, als ob man sich diese vorstellen könne; nur 
bei den Zahlbegriffen, sagen sie, wäre dies nicht der Fall. Diese 
Ansicht ist doch wohl einseitig und verkehrt. Wir müssen 
vielmehr sagen: Alle Begriffe, auch die Zahlbegriffe, sind 
an sich nicht vorstellbar. Vorstellbar sind nicht ein- 
mal Einzelbegriffe, sondern nur Einzelindividuen. Will 
man sich z. B. die Zahl 3 vorstellen, so ist dies unmöglich, wenn 
wir sie nicht in Verbindung mit ganz bestimmten Objekten, wie 
Punkten, Strichen u. s. w., ins Leben rufen. Wir müssen also 
regressiv vorgehen und die im Laufe der Zeit an den Dingen 
gewonnenen Einzelvorstellungen ins Gedächtnis zurückrufen, andern- 
falls haftet der Begriff an weiter nichts als an dem hörbaren, für 
diesen gewählten Wort, das einem resümierenden Band gleicht, 
welches im Moment alle Einzelvorstellungen umschlungen hält. 
Damit ist zugleich gesagt, dass das Wort nicht der Begriff 
selbst, sondern nur ein Mittel ist, die Einzelvorstel- 
lungen wachzurufen. 

Wie wenig es gelingt, uns einen Begriff vorzustellen, möge 
an folgendem Beispiel gezeigt sein. Gesetzt, wir sollten uns den 
Begriff „Zeitung" vorstellen ! Um diesen zu erhalten, streifen wir 
alle zufälligen Merkmale, wie Grösse des Formats, Name (Musik- 
zeitung, Lehrerzeitung, Modezeitung), Farbe (gelb, weiss, bunt) und 
Beschaffenheit des Papiers (fein, rauh, dünn, stark) u. s. w. ab, 
und es bleibt dann der Begriff „Zeitung", d. h. mit anderen Worten 
„nichts" im Geiste zurück. Nur dann sind wir imstande, uns die 
„Zeitung" vorzustellen, wenn wir dabei an ein ganz bestimmtes 
Blatt denken. Daraus erkennen wir: Begriffe sind überhaupt nicht 
vorstellbar, auch Zahlbegriffe nicht. Sie haften zwar im Mo- 
ment an einem zusammenfassenden Wort, allein dieses 
stellt nicht die Sache, sondern nur eine Art Hülle der- 
selben dar. 
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Was die vieltimstrittene Frage nach dem Wesen der Zahl 
anbetrifft, so können wir sagen, dass dieselbe mit derjenigen nach 
dem Begriff der Zahl eng verwandt ist. Wollen wir eine Defi- 
nition über das Wesen derselben geben, so müssen wir uns hüten, 
diese durch eine solche über ihre Teilvorstellungen (Empfindung, 
Zahlwort, Ziffer, zeitliche Folge, Verschiedenheit, Fühlbarkeit u. s. w.) 
auszudrücken. Unsere bisherigen Betrachtungen Hessen auch 
erkennen, dass die Zahl weder die Dinge selbst noch die an ihnen 
haftenden Eigenschaften vorstellt. Und doch, sagten wir, ist eine 
Zahl, ohne dass ihr Dinge zu Grunde liegen, oder ohne dass sie 
auf sie bezogen wird, nicht denkbar. Aus diesem Grunde 
kann die Zahl nichts anderes sein, als das Verhältnis 
der Dinge in Bezug auf ihre Menge. Daher kommt es auch, 
dass wir die Zahl nur dann empfinden können, wenn wir Dinge 
wahrnehmen. Zwar sind die Dinge selbst nicht die Zahl. 
Aber in dem Verhältnis der Einheit zur Mehrheit oder 
in demjenigen der Einheit zum Bruchteil liegt sie be- 
gründet. Sie bildet auch nicht eine Qualität der Dinge wie die 
Farbe, sondern ist nur in dem Mengeverhältnis zu suchen und zu 
finden. Wie ein Verhältnis zwischen Freunden nicht denkbar ist, 
ohne dass die Freunde selbst vorhanden sind oder doch als vor- 
handen gedacht werden, so kann auch eine Zahl nur existieren 
als Verhältnis zwischen gleichartigen Dingen oder Mengen. Die 
Konsequenz hieraus ist: Nur dann kann den Kindern das Wesen 
der Zahl in richtiger Weise vermittelt werden, wenn dies an der 
Hand von Dingen geschieht, im andern Falle vermittelt man 
ihnen bedeutungslose Worte und bietet ihnen „Steine statt Brot!" 

15. Urteil und Schluss In Ihren Beziehungen znr Zahl. 

Wir sind nicht allein imstande, Dinge zu beobachten, sondern 
können auch auf Grund unserer Beobachtungen urteilen und 
schliessen. Diese Thätigkeiten, welche auf die Ideenassoziation 
zurückzuführen sind, werden gewöhnlich als logische Funktionen 
bezeichnet. Der Satz: „das sind 4 Punkte" ist ein Urteil, welches 
veranlasst wurde durch ein Zurückgehen auf die Ur-Teile, die 
zu der Erkenntnis führen 1) dass etwas wahrgenommen wurde, 
2) dass dies Punkte waren, 3) dass jede Einheit ein Einzel- 
individuum bildete und 4) dass eine Zusammenfassung der Ein- 
heiten stattgefunden hat. Das Urteil: „Das sind 4 Zehnpfennigstücke 1 ' 
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liegt in einer ähnlichen Erkenntnis begründet, nur mit dem 
Unterschied, dass die Einheiten hier als Mengen (Zehnpfennigstücke, 
also Mengenzahl, weil ihnen ursprünglich 10 Einheiten zugrunde 
liegen) zu betrachten sind. In beiden Fällen ist die Zahl 
als Multiplikator aufgetreten, im 1. Falle wurde 1 Punkt 
viermal gesetzt, im 2. Falle 1 Menge vier mal genommen. 

Der Satz: „Das ist 4" ist ebenfalls ein Urteil, jedoch ein 
allgemeines. Die Einheiten oder Mengen sind hier in den Hinter- 
grund des Bewusstseins gedrängt, und die sprachliche Bezeichnung 
des Zahleninhaltes tritt hervor, weshalb wir das Zahlwort 4 auch 
noch besonders betonen. Alle diese Urteile stützen sich 
auf eine Reihe von Erfahrungen, welche im Laufe der 
Zeit an wirklichen Dingen gemacht worden sind. An 
diesen geht das Urteil erfahrungsgemäss viel rascher und sicherer 
vor sich als an solchen, von denen wir keine oder doch nur eine 
ungenaue Vorstellung haben. Diese Überlegenheit kann sich 
nach Ebbinghaus bis zu einer lOf achen gestalten. Hiernach 
wird die Empfindung von 4 Kugeln ein viel scheueres und über- 
zeugenderes Urteil zustande bringen als das für die Erregung 
der Vorstellung bestimmte Zahlwort 4. Dort verbindet sich mit 
dem Worte 4 auch zugleich die Vorstellung jeder Einheit, ihrer 
Form, Farbe, Grösse, Ausdehnung, ihres kalorischen Reizes u. s. w. 
Die Folge ist, dass sich die auf dem Wege verschiedener Sinne 
dem Gehirn vermittelten Empfindungen assoziieren und eine 
rasche und allseitige Vorstellung veranlassen. Beim alleinigen 
Hören des Klangbildes „vier" verbindet sich zunächst 
nichts damit. Die Folge muss sein, dass darunter auch 
nichts anderes vorgestellt werden kann als allein das 
Klangbild. Von einer Erkenntnis der 4 in ihrer Verbindung 
mit Dingen oder einer Übertragung derselben auf solche kann 
dann auch keine Rede sein. 

Wir sind aber nicht allein befähigt, nur auf Grund von 
wirklichen, vor uns liegenden Dingen zu urteilen, sondern auch 
auf Grund ihrer Vorstellungen. Würden wir einem Kinde die 
Aufgabe stellen: Anna hat 5 Nüsse; sie giebt Fritz 2 davon; 
wieviel hat sie noch? so kann dasselbe weder Anna, noch Fritz, 
noch die Nüsse sehen. Und doch stellt es sich etwas vor. Diese 
Vorstellungen sind die ungefähre Gestalt eines Mädchens, eines 
Jungen, der Nüsse und der bei dem Geben ausgeführten Thätig- 
keiten. Wir sehen: Das Wort hatte die Aufgabe, gewisse 
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Vorstellungen auszulösen, da ohne dieselben ein Denken 
und Urteilen gar nicht möglich wäre. Wie kamen aber 
jene Torstellungen zustande? Nicht anders als durch Erfahrungen 
bezw. Empfindungen, welche das Kind gelegentlich gemacht hat. 
Wie sehr die Kinder an diesen Erfahrungen haften, geht daraus 
hervor, dass das eine, welches mittels der russischen Rechen- 
maschine unterrichtet wurde, unter 4 sich die bezügl. Menge 
Kugeln, ein anderes, welchem diese Zahl nur in Verbindung 
mit Sachen oder Vorstellungen von diesen entgegen getreten 
ist, sich vielleicht 4 Tauben oder Geisslein vorstellt. Daraus 
erkennen wir, dass es durchaus nicht einerlei ist, mit 
welchen Einheiten verbunden den Kindern die ersten 
Zahlen vorgeführt werden. Sie müssen, wie schon 
erwähnt, derart sein, dass der reine Zahlinhalt recht 
deutlich in die Augen fällt. Dies ist aber bekannt- 
lich nur dann der Fall, wenn die Zahlobjekte möglichst 
wenig ableitende Eigenschaften besitzen. 

Unsere Urteile sollen auf die höchste Evidenz gegründet sein, 
dass dasjenige, was wir in ihnen ausdrücken, unsere Überzeugung 
ist. Je intensiver daher die Empfindungen waren, um 
so sicherer werden auch die daraus entspringenden 
Vorstellungen und Urteile sein. 

Die Urteile verbinden sich zu Schlüssen. Diese sind hiernach 
weiter nichts als kompliziertere Urteile. Auch sie lassen sich auf 
die Ideenassoziation zurückführen und sind nicht durch sog. 
,,Denkformen" bedingt. Angenommen, ein Kind hätte die Er- 
fahrung gemacht, dass 4 + 3 = 7 ist Auf Grund derselben wird 
es später schliessen: 40 + 30 = 70; 400 + 300 = 700. Die 
eigentliche Vorstellung der Zig und Hundert unter- 
bleibt dabei! Das Kind vereinfacht sich die Sache, 
indem es diese Ausdrücke als solche für Mengen-Ein- 
heiten auffasst und so mit ihnen operiert wie mit 
gewöhnlichen Einheiten. Eine Vorstellung aller 7 Zig oder 
aller 7 Hundert ist daher nicht unbedingt nötig, wenn nur 
das Kind weiss, was es sich unter einer dieser Mengen vor- 
stellen soll. Dies lehrt, dass der Zahlenkreis von 1 bis 10 
respektive bis 20 als die Grundlage für das gesamte 
spätere Rechnen gelten muss, und dass eine Vernach- 
lässigung desselben sich später sehr schwer wieder gut 
machen lässt! 
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Würde aber ein Kind, welches weiss, dass 4 -j- 3 = 7 ist, 
bei Lösung der Aufgabe: wieviel ist V4+ V3? schliessen: Weil 
4 -j- 3 = 7 ist, so ist l / 4 + Vs = V7, dann wäre dieser Schluss 
ein verkehrter. Wollten wir nun berichtigend eingreifen und 
dem Kinde sagen: nein, das ist ein Irrtum, l / 4 -\- 7 3 giebt nicht 
V7, sondern V12? so würde ihm diese gedächtnismässig festgehaltene 
Erklärung wenig nützen, denn es könnte bei der Aufgabe: Wie- 
viel ist V2 4" Vs? gleichwohl wieder urteilen: V« -j- l / 3 ist 7 5 
(statt 5 /e)- Die Überzeugung hiervon giebt ihm erst die 
Anschauung, welche zeigt, dass V4 + V3 nur dann eine Addition 
zulassen, wenn sie als 12tel, bezw. y 2 4- 7.3 als 6tel angesehen 
werden. Wir erkennen hier: Auch die Zahl in ihrer Eigen- 
schaft als Teil eines Ganzen haftet an wirklichen Dingen 
bezw\ ihren Teilen und ist ohne diese nicht denkbar. 
Weiter : 

Alle Eigenschaften der Dinge, welche deren Vor- 
stellung begünstigen, erzeugen auch sicherere und über- 
zeugendere Urteile. In dem Grade aber, wie die Vor- 
stellungsfähigkeit abnimmt, fällt auch die Sicherheit 
des Urteils. Ausserdem: 

Die Anschauung ist für das Urteil und den Schluss 
kein Hemmschuh ( — was das Gebiet der Zahl anbetrifft, so 
thun nämlich manche Methodiker thatsächlich so, als ob sie das 
sei — ), sondern ein Erleichterungsmittel. Sie schliesst 
auch die Übung des Urteilens und der „Schlusskraft" nicht aus, 
sondern giebt sogar den Anreiz hierzu. Wir wollen daher auch 
denjenigen Pädagogen, welche der Übung der Schlusskraft für 
den ersten Rechenunterricht eine grosse Rolle zuschreiben, diese 
Behauptung nicht streitig machen, möchten die Kinder aber 
ausdrücklich vor der Zumutung bewahrt wissen, an 
Dingen urteilen und schliessen zu sollen, die für sie in 
der Luft schweben oder denen sie ihrem Bewusstsein 
nach gar keine Existenz zuschreiben. 

16. Zusammenfassung der bisher gewonnenen Lehrsätze. 

Es ist Thatsache, dass alle geistigen Vorgänge mit dem 
Gehirn im engsten Zusammenhang stehen. Denkvermögen 
a priori existieren nicht, sondern die geistigen Vorgänge 
lassen sich zurückführen auf die durch Reize der Aussenwelt 
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angeregten Empfindungen und die daraus entwickelten Vor- 
stellungen. Die Entstehung der Zahl folgt dem gleichen Gesetz. 
Auch die Vorstellung der Zahlen muss auf die Anschauung 
zurückgeführt werden, da sie lediglich eine Konsequenz der Em- 
pfindung ist. Die Veranlassung, Dinge zahlenmässig aufzufassen, gab 
vor allem ihre Wertschätzung. Ohne sie würde die Zahl etwas 
Überflüssiges sein. Keine Zahlvorstellungen giebt es nicht, 
weil die Zahl nicht unmittelbar, sondern nur mittelbar 
als Zahlinhalt in Verbindung mit Dingen, Eigenschaften 
und Thätigkeiten empfunden wird. Die Zahlenvorstellungen 
hängen demnach mit den Vorstellungen der Dinge eng zusammen 
und wenn die Zahlen allerdings mit der Empfindung des Zahl- 
inhaltes noch nicht fertig gegeben sind, so werden sie doch durch 
diesen vermittelt. Indem letzterer perzipiert wird, erwerben wir 
auch die Keime der Zahlvorstellung. Je gleichartiger die 
Objekte in Bezug auf Form und Farbe sind, und je mehr sie sich 
von ihrer Umgebung abheben, um so leichter geben sie Ver- 
anlassung zur Erkenntnis der durch sie ausgedrückten Zahl- 
verhältnisse. Je mehr störende Eigenschaften sie dagegen 
besitzen, um so mehr wird auch die Erwerbung der Zahlvorstellung 
erschwert. Bezüglich des Gesichts- und Tastsinnes treten 
unsdieZahlen in den weitaus meistenFällen in fertig abgeschlossenen 
Gruppen oder Reihen entgegen, seltener entstehen sie durch zeitliche 
Aufeinanderfolge der Einheiten. Letzteres ist gewöhnlich nur 
beim Gehörssinn der Fall. Da aber zum Wesen der Zahl nicht 
bloss die Analysis (das Bestehen aus einzelnen Einheiten), sondern 
auch die Synth esis (das Zusammenfassen derselben zu einem 
Gesamteindruck) gehört, so ist daraus zu folgern, dass die 
räumliche Darstellung derZahl diese in fertigererWeise 
zum Ausdruck bringt als die zeitliche Folge. Die Geschichte 
der Rechenkunst lehrt, dass die ersten Zahlen aus gruppenförmig 
angeordneten Reihen abgeleitet worden sind. Der Gehörssinn ist 
für die Entstehung der Zahl von geringerem Einfluss. Seine 
Bedeutung liegt nur in der Auffassung des gehörten Zahlwortes. 
Bei rhythmisierten (gruppierten) Schalleindrücken, wie sie etwa 
in der Musik durch die Takteinteilung und Betonung erzeugt 
werden, sind wir imstande, eine grössere Anzahl derselben auch 
vermittelst des Ohres aufzufassen. 

Der Tastsinn steht mit der Entwicklung der Zahl in engerer 
Beziehung, als man bisher angenommen hat. Durch ihn wird die 



60 

Anschauung nach allen Dimensionen hin vertieft, indem er die 
Überzeugung von der körperlichen Existenz der Dinge giebt. 
Auch vermöge dieser Thatsache wird begründet, dass die räumliche 
Darstellung der Zahl wichtiger ist als die zeitliche. Für die 
zahlenmässige Auffassung der Dinge durch die Sinnesorgane kommen 
überall die Gesetze des Kontrastes, der Gleichartigkeit, 
Unterscheidbarkeit und Einheitlichkeit in Betracht. 

Den ersten Gegensatz zur Einheit bildet beim Kinde die Viel- 
heit. Mit dem Urteil: „das ist ein Ding und das viele" hält es 
lange Zeit Haus. Die Vorstellung der Zweiheit, Dreiheit, Vier- 
heit u. s. w. wird erst im Laufe der Zeit bei fortschreitender Ent- 
wicklung des Geistes ebenso von den Verhältnissen der Dinge 
abgeleitet wie die Qualitäten hoch, lang, breit u. a. Hierbei kommt 
besonders das Verhältnis der Mehrheit zur Einheit oder umgekehrt 
zur Beurteilung. Je nach der Art und Beschaffenheit der Einheit 
ist auch die Zweiheit, Dreiheit und Mehrheit der Qualität und Quan- 
tität nach eine verschiedene. Die Zahlwörter, welche den Kindern 
durch das gehörte Wort vermittelt werden, stellen nur eine Begleit- 
erscheinung der Zahl Vorstellung dar. Sprachliche Bezeich- 
nungen erfolgen jedoch naturgemäss erst dann, wenn die 
Beziehung der Menschen zu den Dingen hierzu Ver- 
anlassung giebt. 

Die Zahlvorstellungen sind bedingt durch den zahlen- 
mässigen Charakter der Empfindungen. Je nachdem dieser scharf 
oder ungenau ist, würden auch die Zahlvorstellung scharf oder 
ungenau ausfallen. Was nicht auf dem Wege der Empfindung 
aufgenommen wird, existiert auch nicht in der Vorstellung. 
Rechenapparate, die eine deutliche Zahlempfindung nicht zu ver- 
mitteln geeignet sind, haben deshalb nur einen sehr geringen 
Wert. Die Vorstellung der Dinge ermöglicht ihr Wiedererkennen. 
Dasselbe gilt auch für die Zahlvorstellungen. Es wäre thöricht, 
von einer Anwendung der Zahlen auf die Dinge zu oprechen in 
der Meinung, der Geist erzeuge die Zahlen durch den Verstand 
aus sich selbst und wende sie willkürlich und frei auf die Dinge 
an. Letzteres kann erst geschehen, wenn die Zahlen dank dem 
Einfluss der Dinge vollständig zur Entwicklung und Aneignung 
gekommen sind. Unter Übertragung oder Anwendung der 
Zahl auf Dinge können wir nur eine Nachahmung derjenigen 
Verhältnisse erblicken, welche wir auf dem Wege der Vergleichung 
an vielen anderen Beispielen dem Geiste eingeprägt haben. Ihre 
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zeichnerische Darstellung wirkt weniger sicher als das 
Hantieren mit wirklichen Dingen, weil durch die erstere Thätig- 
keit nur Flächendarstellungen erzeugt werden, welchen die körper- 
liche Ausdehnung fehlt, und weil sie die Veränderungen und 
Bewegungen ihrer Objekte nicht darstellen. 

Wie ohne die Beziehungen der Menschen zu den sie um- 
gebenden Dingen die Sprache im Allgemeinen nicht entstanden 
wäre, so auch nicht die Zahlbezeichnungen. Da unkultivierte 
Völker in der Erkenntnis der Dinge und somit in der geistigen 
Entwicklung weit zurück geblieben sind, so ist auch das Gebiet der 
Zahlvorstellungen bei ihnen wenig ausgebildet Der gebildete Mensch 
hingegen ist soweit fortgeschritten, bloss auf Grund des Zahl- 
wortes mit diesem allein zu operieren, indem er sich im 
Moment des eigentlichen Zahlinhaltes gar nicht bewusst ist, sich 
jedoch allezeit bewusst werden kann, was mit der Zahl gemeint ist. 
Das Bestreben, mit grösseren Mengen ebenso leicht operieren zu 
können wie mit den kleineren Grundzahlen von 1 bis 10, führte 
zur Bildung des Zehnersystems sowie teilweise auch zur 
Entstehung der Geldsorten, Maasse und Gewichte. Im Laufe 
der Zeit machten die Menschen die Entdeckung, dass, wenn ver- 
schiedene Mengen vereinigt wurden, sich aus denselben wieder 
bestimmte grössere ergaben. Dies war die Veranlassung zur 
Bildung bestimmter Bechenformeln, durch welche man auch 
schwierigere Zahlenverhältnisse übersehen kann, ohne dabei an 
Notizbuch oder Gegenstände gebunden zu sein. Die Verall- 
gemeinerung der Formeln führte dahin, hierzu relative Zahlen 
in Form von Buchstaben zu verwenden. Die Formeln sind daher 
weiter nichts als Gedächtnishülfen. 

Für den Unterricht muss uns die Frage nach der Entstehung 
und Entwicklung der Zahl interessieren, weil sie die Grundlage für 
denselben bildet. Die weitere Frage, ob die Zahl durch Zählen 
entsteht, müssen wir verneinen. Das letztere ist lediglich 
die Konsequenz der Vergleich ung des Zahlinhaltes, indem jede 
folgende um eine Einheit grösser ist. Das Zählen verhält sich 
demnach zur Zahl wie Wirkung zur Ursache, nicht umgekehrt. 
Daher ist auch dieses eine Operation, und die Zahlen stehen 
ebenso in seinem Dienst wie bei den übrigen Rechnungsarten. 
Somit giebt es auch für das Zählen nur eine Grundlage, 
die Anschauung, und die Behauptung, der Verstand erzeuge 
die Zahlen aus sich selbst, oder die Anschauung sei für die 
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Entstehung der Zahlen von geringer Bedeutung, ist durchaus absurd. 
Ohne die Erkenntnis der ersten und letzten sowie der zwischen 
ihnen liegenden Einheiten durch die Sinnesorgane ist auch der 
Wert des Zählens ein trügerischer, wenn nicht zweckloser. 

Sobald die Anschauung fehlt, sind wir überhaupt nicht im- 
stande, die Anzahl von Dingen festzustellen, zumal auch das 
Zählen auf diese zurückzuführen ist. Wir können selbst grössere 
Zahlen wie 35, 42, 54 u. a. lediglich auf Grund der Anschauung 
bestimmen, sofern dieselben übersichtlich und nach dem Zehner- 
system geordnet sind. Niemand könnte dann eine Einheit ent- 
fernen, ohne dass wir es nicht sofort bemerkten. Sofern das 
Zählen die Anschauung unterstützt, dient es zu deren Vertiefung. 
Was das Zustandekommen der ersten Zahlen anbetrifft, so müssen 
wir ausdrücklich hervorheben, dass dabei ein Zählen ausgeschlossen 
war. Behufs Erfassung der ersten Zahlen im Unterricht ist das 
Zählen nur störend, indem es die Kinder veranlasst, Grund- und 
Ordnungszahl zu verwechseln. Das Zählen muss daher auf 
Grund der bereits gewonnenen Zahlvorstellungen be- 
trieben werden, wenn es seinen Zweck erfüllen soll. 

Die in der Grosshirnrinde niedergelegten Vorstellungen treten 
mit einander in Assoziation. Hierzu gesellt sich als weiteres 
Glied das vermittelst des Ohres aufgefasste Wortklangbild. Je 
mehr Sinne sich bei der zahlenmässigen Auffassung der Dinge 
beteiligen, und je genauer die Vorstellungen erzeugt werden, um 
so leichter müssen sie auch reproduziert werden können. 

Der Zahlbegriff entsteht auf folgende Weise: Aus einer 
Anzahl von Partial- oder Teilvorstellungen entsteht die Einzel- 
vorstellung eines bestimmten Objekts, aus mehreren derselben der 
Einzelbegriff und durch noch weitere Verallgemeinerung der 
allgemeine Begriff. Hieraus ergiebt sich, dass der Zahlbegriff 
die Summe der Einzelbegriffe (z. B. fünf, drei, neunzig, alle, 
viele u. s. w.) umfasst, die ihre Entstehung wiederum der An- 
schauung verdanken, und, dass das Zustandekommen des Begriffes 
ein Prozess ist, bei dem die verschiedensten Gehirncentren jsich 
beteiligen. Die Teilvorstellungen der Zahlen erhalten wir aber 
nur auf Grund der Sinnesorgane. Wir müssen uns hüten, 
irgend eine einzelne dieser Teilvorstellungen als das Wesen 
oder den Begriff der Zahl zu betrachten. Was die Vorstellungs- 
fähigkeit der Begriffe anbetrifft, so müssen wir sagen: Begriffe 
sind überhaupt nicht vorstellbar, auch Zahlbegriffe 
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nicht. Vorstellbar sind nicht einmal Einzelbegriffe (sechs, 
fünf, zwei u. s. w), sondern nur Einzelindividuen (sechs Punkte, 
fünf Striche, zwei Kreuze u. a.). Auch das Zahlwort ist nur 
eine Teil Vorstellung der Zahl, keineswegs aber ihr Begriff. Es 
ist nur das Band, um alle zum Begriff gehörigen Einzel- 
vorstellungen zusammen zu halten. Wir müssen uns durch- 
aus hüten, die Hülle des Begriffes, das Wort, als dessen 
Inhalt anzusehen! 

Das Wesen der Zahl definiere ich wie folgt: Die Zahl ist 
das Menge Verhältnis der Dinge. Zwar stellen diese, wie wir 
gesehen haben, die Zahl durchaus nicht vor, aber in dem Ver- 
hältnis der Einheit zur Mehrheit oder in demjenigen der Einheit 
zum Bruchteil ist sie ausgedrückt. 

Die Zahl kann als Summe von Einheiten (Summenzahl) oder 
als Summe von gleichen Mengen (Mengenzahl, Multiplikator, auch 
abstrakte Zahl genannt) auftreten. In letzterem Fall gilt al$ 
Voraussetzung, dass eine gewisse Menge als Einheit angesehen 
wird. Auch hier liegt das Wesen der Zahl in dem Verhältnis 
der Mehrheit (von Mengen) zur Einheitsmenge begründet. 

Die Entstehung der Zahl ist häufig auch auf das durch den 
Verstand veranlasste Urteil zurückgeführt worden. Der Verstand 
allein erzeugt aber so wenig das Urteil, wie er die Zahl erzeugt. 
Auch dieses muss seine Wurzeln in der Anschauung haben. 
Nur durch Zurückgehen auf die Ur- Teile gelangen wir zu 
einem wahren Urteil. Die bisherige spekulative Psycho- 
logie hat hinsichtlich der Zahl eine ganze Reihe falscher 
Urteile hervorgebracht, eben weil ihr spekulativer Weg diese 
Ur- Teile vernachlässigte, und sich auf abstraktem Gebiete 
bewegte. Man muss bedenken, dass logische Verhältnisse sich 
aus realen entwickeln müssen, sollen sie nicht sehr unlogisch 
sein! Gesunde und sichere Urteile werden durch alle diejenigen 
Eigenschaften hervorgerufen, welche die Vorstellung begünstigen. 
In dem Grade aber, wie die sinnliche Erkenntnis, sowie die hier- 
aus folgende Vorstellungsfähigkeit abnimmt, muss auch das Urteil 
kläglich zusammenschrumpfen. Das mögen sich diejenigen Päda- 
gogen merken, welche von den Kindern Urteile über Zahlen und 
Zahlverhältnisse verlangen, ohne ihnen letztere zuvor in wirk- 
licher Veranschaulichung dargeboten zu haben! 



IL Teil. 

Die Veransehauliehung der Zahl 

im Unterricht. 



17. Anforderungen, welche an Aechenlehrmittel 

zu stellen sind. 

In pädagogischen Kreisen hört man nicht selten die Redens- 
art, dass die beste Methode für den Unterricht die Person des 
Lehrers sei, dass es daher auf die Art und Weise derselben gar 
nicht ankomme, zumal ja „verschiedene Wege nach Rom führen" 
Gewiss, die Persönlichkeit des Lehrers, sein Fleiss, seine physische 
und psychische Kraft, die Art seiner Sprache, das Interesse, welches 
er zu erregen weiss, hat grossen Einfluss auf die Erfolge einer 
Schule. Dennoch müssen wir uns hüten, zu glauben, dass es auf 
die Methode gar nicht ankomme, oder dass man diese sich be- 
liebig wählen könne. Wie konnten sonst berühmte Pädagogen 
wie Diesterweg, Pestalozzi und andere behaupten: 

„In der Methode ruht die Stärke der Schule!" 
„Des Lehrers Kraft ruht in seiner Methode!" (Diesterweg.) 
„Habt Methode nur, und ihr sollt Wunder nehmen, was 
die Kinder an einem Tage lernen!" (Pestalozzi.) u. s. w. 

Hat ein tüchtiger Lehrer seine eigene geistige Entwicklung 
nicht ebenfalls einer guten Methode zu verdanken? Ohne Zweifel! 
Methode und Unterrichtserfolg sind untrennbar, und „ein Lehrer 
ohne Methode ist ein Komponist ohne Generalbass, ein Virtuos 
ohne Takt!" (Thilo.) 

Daher ist es auch, obwohl hinsichtlich des ersten Rechnens 
ebenfalls „gar viele Wege nach Rom führen", doch nicht einerlei, 
ob es an den Fingern, an Äpfeln und Nüssen, am „Wolf und den 
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sieben Geisslein", auf Grund des Zählens oder der Anschauung 
bezw. ohne dieselbe vermittelt wird. Eine jede wahre Methode 
muss ihre Fusspunkte auf die Anschauung stützen, und 
die Frage: Welche Sinne kommen bei einem Unterrichts- 
gegenstand in Betracht, und wie finden sie ihre ge- 
eignetste Ausbildung, sind von einer gesunden Methode 
im heutigen Sinne gar nicht zu trennen. 1 ) 

Sagt doch schon Rousseau: 

„Übt die Sinne, denn sie werden am leichtesten vergessen! 
Benutzt möglichst jeden Sinn und prüft die Eindrücke des einen 
durch den andern!" 

Wir gründen daher die Frage nach der Beschaffenheit eines 
Rechenlehrmittels zur Veranschaulichung der Zahl nicht auf 
spekulative Lehrsätze, wie dies thatsächlich oft geschehen ist, 
sondern lehnen sie an die Frage an: Wie muss ein Rechen- 
lehrmittel beschaffen sein, um die sinnliche Anschauung 
kräftig zu befördern und zu vertiefen. Auf die Beantwortung 
dieser Frage müssen wir Wert legen, denn: 

„Ein Mann, der recht zu wirken denkt, 

Muss auf das beste Werkzeug halten!" (Goethe.) 

Für die Veranschaulichung (Empfindung und Vorstellung) 
der Zahl kommen drei Sinne in Betracht: Gesicht, Gehör und 
Gefühl (Tastsinn). 

Das Auge erfasst: die Zahleinheiten, ihre Form und Farbe, Grösse 
und Qualität, ihre Entfernung von einander, die Anordnung 
und Stellung, ihre zeitliche und räumliche Darstellung. 

Das Ohr lässt uns die zeitliche Folge von Schalleindrücken ver- 
nehmen und vermittelt das Zahlwort. Für ein Rechenlehr- 
mittel kommt es jedoch kaum in Betracht 

Der Tastsinn vermittelt die körperliche Existenz der Zahlobjekte, 
ihre Form, Grösse, Oberflächebeschaffenheit, die kalorischen 
Reize, ihre Zwischenräume und die Bewegungen bei den 
Operationen. 

Nach diesen Gesichtspunkten also müssen wir ein Rechen- 
lehrraittel beurteilen. Wir besprechen hier zunächst die 
Forderungen, welche bezgl. der Veranschaulichung der 

J ) Die Anschauung wurde bisher für die meisten Unterrichtsgegenstände 
ja auch betont. Es gilt aber auch, die Frage zu erörtern, wie sie Geschaffen 
sein muss, um den psychologischen Gesetzen zu entsprechen. 

Schneider, Die Zahl im grundlegende» Bechenunterricht. 5 
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Zahl gestellt werden müssen. Hinsichtlich der Rechenoperationen 
werden später noch besondere Sätze aufzustellen sein. 

1. Je weniger störende Eigenschaften die Zahl- 
objekte an sich tragen, desto leichter sind sie geeignet, 
das Augenmerk auf die durch sie ausgedrückte Zahl 
zu lenken. (Man stelle sich doch einmal einen Wolf und „sieben" 
Geisslein, mit 28 Beinen u. s. w. vor!) 

2. Die der Form nach beste Einheit ist der Punkt, 
der körperlich als Kugel oder Halbkugel erscheint. Die 
Ursache liegt darin, dass er geeignet ist, das Auge auf die Mitte 
zu lenken, indem seine Peripherie überall gleich weit von der- 
selben entfernt ist. Letzteres ist bei Strichen, Stäbchen und anderen 
Dingen nicht der Fall. Der Strich veranlasst vielmehr das Auge, 
ihn nach seiner Längenausdehnung abzuschätzen, was durch ein 
Auf- und Niedergehen oder durch eine Seitenbewegung des 
Auges geschieht. 

3. Die Farbe muss bei allen Zahlobjekten dieselbe 
sein, weil dadurch ein besonderer Abstraktionsprozess hinsichtlich 
des Zurückdrängens der unwesentlichen Merkmale vermieden wird. 
Den besten Farbenkontrast bilden Schwarz und Weiss, 
wobei dem Schwarz wegen der Schonung der Augen die grösste 
Bildfläche des Apparates zuerteilt werden muss. 

4. Bezüglich der Grösse lassen sich keine bestimmten Masse 
festsetzen. Die Entfernung des Apparates von den einzelnen 
Schülern, die Grösse des Lehrsaales, Schärfe der Augen u. s. w. 
sind hierbei beteiligt. Für einen Kechenapparat gilt es, 
nicht allein die Grösse der einzelnen Zahlobjekte, sondern 
auch die Übersichtlichkeit der Grundzahlen bezw. des 
ganzen Apparates zu berücksichtigen. 

5. Die Entfernungen zwischen den einzelnen Einheiten 
veranlassen ihre Unterscheidbarkeit. Am deutlichsten und 
sichersten werden die Einheiten erfasst, wenn ihre 
Zwischenräume dieselben Ausdehnungen aufweisen wie 
die Objekte selbst. 

6. Weil die Zahl sowohl einen zeitlichen als auch räum- 
lichen Charakter besitzt, so müssen sich die Einheiten sowohl 
einzeln nacheinander, als auch gleichzeitig neben- 
einander rasch und leicht zu beliebigen Grundzahlen 
vereinigen lassen. 
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7. Diese Vereinigung soll einen simultanen Charakter an sich 
tragen, d. h. jede Grundzahl muss sich wieder in ihrer 
Einheitlichkeit darstellen. Dies geschieht am unzwei- 
deutigsten, wenn sie mit Konturen (Umrissen) umfasst 
sind. Bezügl. des ausgeprägten Charakters in der Form der ver- 
schiedenen Grundzahlen ist es wünschenswert, dass gerade und 
ungerade Zahlen sofort als solche erkannt werden. Da 
die Zahl entweder als Gruppe oder als Reihe aufgefasst werden 
kann, so muss der Apparat gestatten, sie in dieser zweifachen 
Weise zum Ausdruck zu bringen. 

Bezüglich des Tastsinnes müssen wir fordern, 

8. dass die Einheiten körperlich fühlbarer Natur, 
in ihrer Beschaffenheit und Form deutlich und fühlbar 
ausgeprägt, leicht bewegbar und durch Zwischenräume 
scharf unterbrochen sind. 



18. Didaktische Experimente zur Entscheidung der Frage 
nach der besten Veranschaulichung der Zahl. 

Während wir im vorigen Abschnitt die Frage nach der vor- 
teilhaften Veranschaulichung der Zahl auf theoretische Weise ent- 
wickelt haben, gilt es hier, die Probe aufs Exempel zu machen, 
d. h. nachzusehen, ob sich die gefundenen Grundsätze auch durch 
das Experiment im bejahenden Sinne beantworten lassen. Es ist 
erfreulich, dass sich durch das didaktische Experiment, wie es 
durch die experimentelle Psychologie angeregt und verwertet 
worden ist, gewisse Streitfragen mit grosser Genauigkeit feststellen 
lassen. 1 ) Gegen solche zahlenmässige Beweise können 
auch die Widersacher ihre Augen nicht verschliessen, 
ja, es wird ihnen gezeigt, dass ihre Lehrsätze vielfach 
auf Trugschlüssen beruhen. Wünschenswert ist, dass solche 
Versuche möglichst einfach gestaltet werden können, damit sie 
nicht zu viel Zeit wegnehmen und doch ausgiebig sind. Bei den 
nachfolgenden Versuchen habe ich eine einfache Methode angewandt 
Gesetzt, es solleti die Punkt- und Strichreihe hinsichtlich ihrer 
Anffassungs- und Vorstellungsfähigkeit geprüft werden, so wäre es 
verkehrt, hierzu eine russische Rechenmaschine u. s. w. zu benutzen, 
da sonst das Resultat ein ungenaues sein würde. Es ist vielmehr 

M Yergl. auch Schiller's orthographische Versuche. 

5* 
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zu beiden Darstellungen genau dasselbe Material zu verwenden. 
Dies geschieht am besten dadurch, dass wir die Punkte oder 
Striche, bei welchen für die Einheiten der gleiche Flächenraum 
zu verwenden ist, auf Karton oder weissen Pappe zeichnen. Hierbei 
müssten wir für jede Zahl von 4 10 (kleinere Zahlen ziehen wir 
nicht heran) einen besonderen Streifen anfertigen. Auf die eine 
Seite können wir Punkte und auf die andere Striche zeichnen. 
Die Zahl 6 z. B. würde sich dann so darstellen: 



oder 
I I I I I I 



Gesetzt nun, es sollte die bezeichnete Zahl nach ihrer zwei- 
fachen Darstellung geprüft werden, so stellen wir den Karton- 
streifen vor einer dunklen Wandtafel in geeigneter Weise auf, 
verdecken ihn auch mit einem Pappe, damit die Zahl von den 
Kindern im Voraus nicht zu erblicken ist. Hierauf wird in 
halben Sekunden 1 ), denn es soll nur die momentane Auffassung 
geprüft werden! — gezählt: 1, 2, 3, 4. Bei 3 wird der Pappe 
rasch weggezogen und bei 4 die Zahl wieder verdeckt. Nunmehr 
schreiben die Kinder diese als Ziffer — (kleinere Schüler müssen 
die Punkte oder Striche wirklich zeichnen) — auf ihre Tafel. 
Hierauf sagt ihnen der Lehrer, dass die geprüfte Zahl eine 6 war. 
Diejenigen Schüler, welche anders notiert haben — (zuweilen Kon- 
trolle!) — heben die Hände, und durch Abzählen der letzteren 
lässt sich die Anzahl der Fehler leicht ermitteln. 

Während Lay bei seinen Experimenten hauptsächlich den 
Wert der russischen Rechenmaschine im Vergleich zu der ein- 
reihigen Punktreihe festgestellt hat, lag mir besonders daran, den 
Tillich 'sehen Rechenapparat einer Prüfung zu unterziehen, 
zumal dieser bei einer solchen bisher nicht berücksichtigt wurde. 
Ausserdem habe ich Punkte und Striche, die russische Rechen- 
maschine, sowie die an meinem, dem Schneider'schen Rechen- 
apparat verwendete quadratisch eingefasste Zweierreihe mit der 
(von Grass, Unterlauf und neuerdings auch von Lay verwendeten) 
Vierergruppierung, welche folgendermassen dargestellt wird: 



verglichen. 



x ) Am besten unter Verwendung eiaes Metronoms. 
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Wie die genannten Tillich'schen Zahlenstäbe aussehen, erläutern 
folgende Zeichnungen: 

Mit Einheiten: I I I I I T~l Ohne Einheiten: | ~"| 

( Würf ein oder Quadraten) : (j (Originalstäbe) : (j 

Die Bilder für die quadratisch eingefasste Zweierreihe 1 ) 
1 den Versuchen ebenfalls aus dem oben bezeichneten 



Material und waren in entsprechenden Grössen angefertigt, wurden 
also nicht unter Verwendung des genannten Rechenapparates 
veranschaulicht, da sie sonst wegen verschiedener zusammen- 
wirkender Momente gegen jene bloss auf Karton oder Pappe 
gezeichneten Bilder im Vorteil gewesen wären. Die Formen der- 
selben sind folgende: 



A. Versuche : 



Aschen Strichen (Str.) und Punkten (Pu.). 



Die Striche waren in 4 cm Entfernung gezeichnet, damit sie 
in der Ausdehnung den Punkten entsprachen. Anzahl der Kinder 
betrug 45. Jahrgang 3 — 8. 



Str.-Zahlen: 8 5 7 4 10 ö 

7 6 8 5 4 1 
„ 4 10 9 5 7 8 

Pu.-Zahlen: 6 5 4 10 7 

8 7 10 4 5 9 



Fehler: 21 16 18 2 8 11 29 

24 17 13 10 18 3 14 

2 19 25 4 17 21 15 

7 10 4 2 17 12 9 

7 10 14 1 3 7 8 

11 12 9 2 15 6 13 



307 | 179 

') Diene Bilder werden an Schskidkh'b Rechenap parat, sowie an dem für 
die Schüler bestimmten Rechenfederkästchen dargestellt und lassen sich an dem 
genannten Apparat vermöge dessen eigenartigen technischen Einrichtung sofort 
durch eine einzige Handbewegung in irgend einer verlangten Weise aus Ein- 
heiten darstellen. Dabei umrahmt sich jede Zahl, sowie der Zahlinhalt jeder 
Rechenoperation durch einen am Apparat angebrachten dunklen Hintergrund 
von selbst (nicht also durch eine Linie, wie die entsprechenden graphischen Dar- 
stellungen derselben angeben). Die bezeichnete Einfassung durch einen dunklen 
Hintergrund hat den Zweck, jede zweideutige Auffassung der Zahlen sowohl 
für sich, als besonders auch innerhalb einer Operation zu vermeiden. Hier- 
durch treten nicht bloss die einzelnen Einheiten, sondern auch die Grundzahlen 
in ihrer Einheitlichkeit (Kontinuität) scharf hervor. Dass infolgedessen die 
unzweideutige Auffassung der Zahlen und Operationen von Seiten der Sehul- 
anfänger wesentlich erleichtert und gefördert wird, liegt auf der Hand. 
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1. Ergebnis: Der Punkt bezw. die Kugel oder Halbkugel 
ist dem Strich fast um das Doppelte überlegen. 
Apparate, welche als Einheiten Striche, Stäbchen 
oder Sprossen führen, sind daher zu verwerfen. 

B. Versuche zur Ermittelung der geeignetsten Stellung 

für die Zahlobjekte. 

Es galt hier, zu ermitteln, ob die senkrechte (Se) oder wag- 
rechte (Wa) Stellung die geeignetste sei, wozu die Tillich 'sehen 
Stäbe benutzt wurden, zumal diese in der Praxis thatsächlich eine 
senkrechte Aufstellung erfahren. Letztere wurden den Kindern, 
weil ihnen unbekannt, erst erklärt. 



Se. Zahlen: 5 9 7 4 10 6 8 Fehler: 25 39 37 28 11 32 41 



™ 



G 8 7 4 5 10 9 

„ 8 7 4 5 10 9 6 

Wa. Zahlen: 6 9 7 8 5 4 10 

4 10 6 9 7 8 5 

4 8 10 6 5 7 9 






ii 
ii 

ii 
ii 



20 25 34 14 22 12 36 
31 25 13 15 26 37 18 
15 26 25 23 27 16 17 
18 14 28 21 25 31 21 
12 21 19 16 13 12 14 



Se. 
213 
163 
165 



Wa. 



149 
158 
107 



541 | 414 

2. Ergebnis: Die wagrechte Anordnung weist weniger 
Fehler auf als die senkrechte. (Sie eignet sich auch 
zugleich besser für die Veranschaulichung der 
Operationen, da sie auf leichtere Weise gestattet, 
einen Zwischenraum zur Trennung zweier neben- 
einander stehender Zahlen zu lassen.) 

C. Versuche zur Ermittelung der Frage, ob Zahl- 
darstellungen ohne Einheiten geeigneter sind, als solche 

mit Einheiten. 

Über diese Frage müssen wir uns deshalb klar werden, weil 
Tillich 's Apparat ursprünglich in der That keine Einheiten besass. *) 
Man wird aber bei Kindern, welche die Bedeutung der Tillich 'sehen 

') Hierüber sagt Rektor Hübner in Breslau in seiner Arbeit: Die 
Apparate für das instrumentale Rechnen ganz richtig: „Tillich's Hölzer, welche 
ursprünglich keine die Einheiton markierenden Einschnitte hatten, thaten damit, 
wie mit Recht gerügt wurde, der reinen Zahlanschauung Eintrag. Seine schwache 
Seite liegt ferner darin, dass sich die Kollektiveinheiten nur auf einem Umweg 
in ihre Elemente auflösen lassen. Eine solche Auflösung wird z. B. beim Zer- 
legen und Subtrahieren nötig." — 

Beetz sagt dazu: „Die Verschiedenheiten, welche die Zahlauffassung be- 
dingen, sind im räumlichen oder zeitlichen Auseinanderliegen zu suchen. 
Mit dieser unantastbaren Thatsache fällt der Tillich'sche Rechenkasten, der an 
Kontinuen diskrete Grössen veranschaulichen will, also das Gegenteil von dem 
bietet, was er darstellen will." 



71 



Hölzer nicht kennen oder denen sie vorher nicht erklärt wurde, 
die Erfahrung machen, dass sie überhaupt nicht wissen, was sie 
damit anfangen sollen. Sie bezeichnen die Zahlen vielmehr ganz 
willkürlich. Die nachfolgenden Resultate beziehen sich zuerst auf 
die Tillich 'sehen Stäbe (Ti) ohne, sodann auf solche mit Einheiten. 

Ti 
1. Ohne Einheiten (Originalstäbe): 

9 6 8 10 5 7 Fehler: 25 36 39 32 38 29 37 
5 10 8 6 9 4 „ 40 25 35 31 32 41 19 
8 6 9 4 7 5 „ 30 35 27 31 17 34 31 



Ti. Zahlen: 4 
7 
10 



n 



2. Mit durch Striche abgetrennten Einheiten: 



Ti. Zahlen: 



n 



8 6 10 9 5 4 7 

10 6 8 7 4 5 9 

7 4 5 10 6 8 9 



Fehler: 25 20 19 30 15 13 27 
15 21 25 29 21 27 35 
19 21 25 17 30 24 32 



n 



ii 



Ti. Zahlen: 



ii 



3. Mit starkem Strich nach der 5. Einheit: 

7 8 4 5 9 10 6 Fehler: 15 24 19 17 13 10 13 

10 6 9 5 4 8 7 „ 11 21 20 25 17 21 17 

5 9 10 6 7 8 4 „ 23 16 11 13 19 25 17 




3. Ergebnis: Das ungünstigste Kesultat wurde bei Tillich's 
Originalstäben erzielt Die Abtrennung der Ein- 
heiten durch Striche unterstützte die Auffassung 
etwas. Je dünner die Striche waren, desto mehr 
Fehler wurden gemacht. In den Fällen, bei welchen 
ein starker Strich nach der 5. Einheit vorhanden 
war, kamen die wenigsten Fehler vor. 

D. Yersuche mit den Tillich'schen Zahlenstäben 
in 3 verschiedenen Grössen. 

Dieselben waren aus starkem, weissem Karton dargestellt, die 

Einheiten mit Strichen abgetrennt. Für die erste Grösse (gr.) 

betrug die Einheit 5 cm im Quadrat, für die zweite (mittlere 

= m.) 4 cm und für die dritte (klein = kl.) 3 cm im Quadrat. 

Ti. 
Fehler: 39 34 28 35 21 36 38 



Ti. Zahlen: 



ii 



ii 



9 6 8 10 5 7 9 
gr. kl. gr. kl. m. gr. kl. 

6 8 5 10 9 7 4 
gr. in. kl. gr. kl. m. m. 

4 7 10 5 6 8 9 
gr. kl. m. gr. m. kl. m. 



ii 



ii 



28 43 39 15 32 36 21 



22 34 16 20 25 23 34 



231 



214 



174 



619 
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4. Ergebnis: Die Thatsache, dass Tillich's Stäbe Rauin- 
grössen, aber keine Zahlengrössen darstellen, tritt 
bei diesen Versuchen deutlich hervor. 

Aufgabendarstellungen (Doppelzahlen) nach Tillich. 

Dieselben wurden zweimal durchgenommen und ihnen Ein- 
heiten von der gleichen Ausdehnung zu Grunde gelegt 

Ti. 
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Zahlen: 


1 + 3 


3 + 3 


2+3 


6 + 4 


3 + 1 


4+5 


Fehler: 


5 + 4 


4 + 4 


6+3 


13 + 12 


5+3 


23 + 20 


Zahlen: 


4+3 


6+ 1 


5 + 3 


2 + 2 


6+2 


2+1 


Fehler: 


10 + 8 


7 + 4 


22+ 15 


2+ l 


21 + 11 


1 +1 


Zahlen: 


2 + 5 


4+ 1 


7 + 3 


6 + 3 


4+4 


7+ 1 


Fehler: 


12+ 11 


2+6 


33 + 13 


12+ 10 


15 + 9 


5 + 5 


Zahlen : 


5 + 3 


8 + 2 


6+ 1 


2+7 


2 + 5 


2+ 1 


Fehler: 


6+3 


25 + 14 


7 + 4 


19 + 10 


15+ 12 


4 + 2 
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133 



121 



459 

Hieraus ist ersichtlich, dass sich die Fehlerzahl das zweite 
Mal verminderte, wie dieselbe überhaupt bei Wiederholung der 
Versuche abnimmt. 



E. Versuche mit der quadratisch eingefassten Zweier- 
reihe. (Zw.) 



Zw. Zahlen: 


4 9 5 8 


7 6 10 


n 


9 8 7 4 


5 10 6 


n 


6 10 7 8 


5 9 4 


?i 


8 7 10 6 


4 9 5 


ii 


4 5 8 7 


9 10 6 


^^ 


4 6 8 10 


5 7 9 


n 


8 6 10 9 


4 5 7 


11 


6 10 5 8 


7 4 9 


ii 


4 8 7 5 


9 10 6 



Fehler: 1 7 2 6 10 1 2 

8 7 8 2 2 4 2 

2 7 7 6 2 5 1 
7 6 7 5 2 
3 5 5 10 7 
4 4 8 3 3 5 

3 13 4 113 
12 2 3 4 3 
12 2 



ii 



ii 



n 



ii 



ii 



11 



ii 



ii 



Dieselben in 3 verschiedenen Grössen, denjenigen der Tillich'schen 



Zahlen ähnlich dargestellt. 

Zw. Zahlen: 9 6 8 10 5 7 9 

gr. kl. gr. kl. m. gr. kl. 

6 8 5 10 9 7 4 

gr. m. kl. gr. kl. m. m. 

4 7 10 5 6 8 9 

gr. kl. m. gr. m. kl. m. 



Fehler: 5 12 6 13 3 



ii 



n 



2 13 4 2 



5 3 2 14 



Zw. 
39 
33 

30 
27 
30 
25 
16 
15 



220 



21 
10 
15 



46 
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Auf gäbe ndar Stellungen. 
Dieselben wie bei Tillich, zweimal durchgenommen. 



Zw. Zahlen: 


1 + 3 


3 + 3 


2 + 3 


6 + 4 


3 + 1 


Fehler: 


+ Ü 


+ 


+ 


5 + 3 


1 + 


Zahlen: 


4 + 3 


6 + 1 


5 + 3 


2 + 2 


6 + 2 


Fehler: 


1 +0 


1 + 


9 +- 6 


+ 


1 + 


Zahlen: 


2 + 5 


4 + 1 


7 + 3 


6 + 3 


4 + 4 


Fehler: 


3 + 


1 + o 


8 + 3 


2 + 3 


+ 


Zahlen : 


5 + 3 


8 + 2 


6 + 1 


2 + 7 


2 + 5 


Fehler: 


4 + 


3 + 1 


2 + U 


8 + 4 


+ 3 





' Zw. 


4 + 5 
5~+ 3 


17 


2 +J 
+ 


i 18 


7 + 1 


i 


2 + 1 


23 


2_+J 
4"+ 1 


1 
30 



I; 88 
Die Zweierreihe ergab 

220 + 46 + 88 = 354 Fehler, 

nach Tillleh wurden bei den genau entsprechenden 
Versuchen gemacht: 

664 + 490 + 367 + 619 + 459 = 2599 Fehler. 

5 # Ergebnis: Die quadratisch eingefasste Zweierreihe ist 
den Tilüch'schen Stäben in Bezug auf die Auffassung 
der Zahlen nahezu um ein 8-faches überlegen. 



F. Versuche mit der einreihigen Zahlendarstellung 
(an der russischen Rechenmaschine) (R. R.) und der 

Zweierreihe. 



Die Kugeln waren als Punkte auf Karton dargestellt. 

1. Russische Rechenmaschine, Einheiten stehend; senkrecht: 

B.R.Zahlen: 5 4 6 9 7 8 10 Fehler: 19 8 36 48 34 40 21 
Zw. „ 4 5 8 10 7 6 9 „ 12 6 6 4 5 

2. Russische Rechenmaschine, Einheiten liegend; wagrecht: 

R.R. Zahlen: 8 5 9 4 7 10 6 Fehler: 36 25 39 11 20 10 12 
Zw. „ 6 5 10 9 7 4 8 „ 4 4 3 9 6 



*i 



^ 



3. Russische Rechenmaschine, 5 Einheiten schwarz, 5 weiss gefärht: 

R.R. Zahlen: 8 7 5 9 6 10 4 Fehler: 26 19 9 16 17 10 4 
Zw. „ 4 7 10 9 6 8 5 „ 2 9 4 3 2 



?? 



n 



R.R. 
206 



153 



101 



Zw. 



24 



26 



21 



460 ! 71 
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6. Ergebnis: Die Zweierreihe ist der einreihigen Zahl- 
darstellung ganz wesentlich (über ein 7faches) über- 
legen. Die meisten Fehler weist der senkrechte, 
weniger der wagerechte Stand auf, die wenigsten 
wurden gemacht, wenn sich die ersten 5 Einheiten 
von den übrigen unterschieden. 

G. Vergleichende Versuche zwischen der quadratisch 
eingefassten Zweierreihe und den Vierergruppen (Vi). 

Zu diesen Versuchen habe ich wegen der Schwierigkeit ver- 
schiedener unter b vorkommender Versuche 30 Schüler des 
5. — 8. Jahrgangs gewählt. Bei jüngeren Schülern dürften viel 
mehr Fehler gemacht werden ! Zuerst wurden die Gruppen darauf 
hin geprüft, in welcher Weise die Zahlen aufgefasst werden, wenn 
dieselben als erste in einer Aufgabe stehen. Das Resultat war 
nach dreimaliger Durchnahme der Versuche mit der genannten 
Oberabteilung : 

a) Zw. Zahlen: 5 10 8 4 6 9 7 Fehler: Null! 

Vi. „ 7 9 6 4 8 10 5 „ Ebenfalls Null! 

Hieraus ist zu schliessen, dass beide Gruppen, sofern die zu 
einer Aufgabe gehörigen Zahlen am Anfang derselben liegen, mit 
annähernd gleicher Sicherheit aufgefasst werden. Anders 
ist die Sache, wenn wir die Zahlen darauf hin prüfen, in 
welcher Anordnung sie als 2. einer Aufgabe nicht bloss 
aufgefasst, sondern aus dem Gedächtnis vorgestellt 
werden, denn solange die Anschauung nicht zur Vorstellung 
erhoben werden kann, hat sie nur halben Wert. Ich bezweifelte 
nämlich, dass sich die Kinder die betreffenden Einheiten auch 
kongruent mit der Vierergruppe, d.h. auf die entsprechenden 
Punkte derselben passend, vorstellen oder mit anderen Worten — 
ob die betreffenden Unterbrechungen wirklich eine Nachhülfe in 
der Vorstellung sind. Um dies zu ermitteln, verfuhr ich in 
folgender Weise: Auf je einem langen Stück weissen Pappe 
waren die Zweier- bezw. die Viererreihe aufgezeichnet. Ich 
begann nach Einübung der Vierergruppe und verschiedener Vor- 
versuche mit den geraden, weil leichtesten Zahlen. Die Kinder 
mussten diejenigen Zahlen, welche geprüft werden sollten, 
zeichnerisch (durch Ringe) nachbilden und die betreffenden Lücken, 
welche die Vierergruppen kennzeichnen, durch einen senkrechten 
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Strich hervorheben. Um ihnen nicht zwei Schwierigkeiten auf 
einmal zu bieten, durften sie die vordere, erste Zahl der an- 
gezeichneten Vierergruppe während der Niederschrift der zweiten 
Zahl im Auge behalten, wo hingegen der übrige Teil der Eeihe 
durch einen Pappe verdeckt gehalten wurde. Zuerst wurde die 
Zweierreihe (Zw.) geprüft, nach Fertigstellung aller Aufgaben die 
Viererreihe (Vi). Nach jedem Versuch wurde den Kindern am 
Bilde die richtige Gruppierung gezeigt und so nach der oben 
beschriebenen Weise die Fehler ermittelt. Die Ergebnisse, welche 
hiernach in richtigen oder falschen Gruppierungen bestanden, sind 
nachfolgend zusammen- bezw. untereinander gestellt. 



b) Zahl 4 als 2. Zahl in: 
6 + 4 10 + 4 8 + 4 



4 + 4 



Zw. Fehler: 

Vi. „1 3 8 4 

Bemerkung: Dieselbe Anordnung haben die betreffenden 
Zahlen (hier also die 4) in den Additionsaufgaben: 10 — 4, 6 — 4, 
14 — 4, 12 — 4, 8 — 4 u. s. w. 

Die Zahlen 6, 8 und 10 als 2. Zahlen in: 

6 + 6 8 + 6 10 + 6 8 + 8 10 + 8 10+ 10 1 ) 

Zw. Fehler: 

Vi. „ 8 7 4 4 1 7 



n 



Die Zahl 3 als 2. Zahl in: 
6 + 3 9 + 3 10 + 3 7 + 3 4+3 8 + 3 3 + 3 5 + 3 

Zw.FehlenO 10 1 

1 10 5 9 2 11 



Vi. 



ii 





9 



Die Zahl 5 als 2. Zahl in: 
5 + 5 8 + 5 10 + 5 7 + 5 9 + 5 6 + 5 



Zw. Fehler: 
Vi. 



n 



1 

4 




2 




5 




3 




1 





1 



Zw. Fehler: 
Vi. „ 2 



ii 



Die Zahlen 7 + 9 als 2. Zahlen in: 
8 + 7 10 + 7 9 + 7 7 + 7 9 + 9 10 + 9 

~ o - "o - 

4 12 12 



c) Zahlen, die aus einem Zehner und mehreren Einern 

zusammengesetzt waren: 



Vi. 



16 



3i 



31 



16 



12 



Zw. 
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l ) In der Praxis werden Aufgaben wie 2 + 10, 2 + 8, 3 + 6, 3 + 8, 
bei welchen der kleineren Zahl eine grössere nachfolgt, bekanntlich so gelöst, 
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Um auch hier den Kindern eine Erleichterung zu bieten, 
wurden sie darauf hingewiesen, ihr Augenmerk hauptsächlich auf 
die Anzahl der nach dem Zehner stehenden Einer zu richten. 
Für diese Versuche wurde hinsichtlich der Zweierreihe Schneider's 
Rechenapparat 1 ) zugrunde gelegt. Die Vierergruppen waren 
in derselben Grösse gezeichnet, und es wurden die nicht ins 
Auge zu fassenden Einheiten vor jedem Versuch verdeckt. 



Zahlen: 12 


14 


18 


16 


11 


15 


13 


19 


Zw. Fehler: a) 2 





1 


4 


1 


1 


1 


3 


b) 1 





1 





2 


1 








Vi. „ a) 2 


3 


8 


4 





2 


6 


4 


b) 


1 


3 


3 





4 


1 


6 



17 


Vi. 


Zw. 


Li 

3 




16 


2 




7 


3 


31 




2 


20 


i 




51 


23 



Die Kinder gaben auf Befragen, ob sie irgend etwas störe 
oder unsicher mache, an, dass dies die Lücken nach den Vieren, 
sowie der Strich nach der 10 sei. 

Prüfung des 1 X 1 im Umfang von 1 — 20. Hierzu wurden 
den Schülern für jede Aufgabe etwas länger (1 Sekunde) Zeit 
gelassen, damit sie imstande waren, die Anzahl der gleichen 
Summen, welche dargestellt waren, rasch zu übersehen bezw. 
abzuzählen. Bei der Zweierreihe, die hier ebenfalls unter Be- 
nutzung von Schneider's Kechenapparat veranschaulicht wurde, 
blieb zwischen je zwei Zahlen ein Zwischenraum von 2 cm 
Breite, der sich in der Ferne wie ein kräftiger, dunkler Strich 
ausnimmt. Entsprechende Striche wurden auch an der Vierer- 
reihe angebracht, da sich nicht soviel Teilstäbchen, die bei 
der letzteren Eeihe bekanntlich verwendet werden, an- 
legen lassen. Der nicht zur Aufgabe gehörige Zahlinhalt war 
verdeckt. Im übrigen waren die Versuche wie die vorhergehenden 
eingerichtet, doch beanspruchen gerade sie die nötigen Vor- 
bereitungen und eine sorgfältige Ausführung. Zuerst wurden die 
geraden, später die ungeraden Zahlen geprüft: 

dass sie nur als Umkehrungen erscheinen. Dieses für die rasche Einprägung 
vorteilhafte Verfahren, das für je 2 Additions- und 2 Subtraktionsaufgaben den- 
selben gleichen Zahlinhalt zugrunde legt, ist als eine vorteilhafte Kon- 
zentration in der Veranschaulichung und Beweisführung (vergl. die 
geometrischen Beweise) anzusehen. Daher mussten obige Aufgaben aus den- 
jenigen des Zahlenkreises 1—20 besonders ausgewählt werden. Viel mehr 
Fehler würden sich ergeben, wenn wir diese auch für die Subtraktion an- 
rechnen wollten. 
*) Selbstverlag. 
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1 X 4: Aufgaben: 2X4 

Zw. Fehler: 1 

Vi. „ 

1X6 u. 1X8: Aufgaben: 

Zw. Fehler: 
Vi. 



5X4 



l 
2 



V 



2X6 


2 



3X4 




3X6 


2 



1X2: Aufgaben: 2 X 4X 3X 5X 6X 10X 8X 7X 



Zw. Fehler: 
Vi. „Ol 

I X5 u. 1X7: Aufgaben: 

Zw. Fehler: 
Vi. „ 

1X3: Aufgaben: 4X3 

Zw. Fehler: 3 
Vi. „ 6 



?» 



1 
4 

2X5 


2 

5X3 

3 
3 



3 
4 

4X5 


8 

2X3 

1 
2 



2 
6 



3 

10 

3X5 


9 

6X3 

4 
4 



i 
3 



4X4 


Vi. 


Zw. 


i 
i 

j 


2 


2 


2X8 ■ 







3 


7 





9X 






3 
5 


33 


13 


2X7 






i 

3 1 


22 





3X3 j 







1 


16 


11 




80 


26 



7. Ergebnis: Hieraus geht deutlich hervor, dass 
beide Gruppierungen, sobald die Zahlen als erste einer 
Rechenaufgabe stehen, annähernd gleich scharf auf- 
gefasst werden. In den übrigen Fällen, und, wo es sich 
um eine rasche, scharfe und praktische Darstellung der 
Operationen handelt, ist die quadratisch eingefasste 
Zweierreihe vorteilhafter als die Vierergruppierung. 
Aus diesem Grunde können wir die quadratisch eingefasste 
Zweierreihe als die geeignetste und praktischste sowohl für die 
Darstellung der Zahlen und — was noch wichtiger ist — auch 
für die Veranschaulichung der Operationen empfehlen. Letzteres 
heisst aber: die Feuerprobe im Schulstaube bestehen! 

Bemerkung: Einfluss auf die Genauigkeit solcher Ver- 
suche, wie die bis hierher vorgenommenen, haben nach H. Schiller 
(vergl. dessen orthographische Versuche, Berlin, Verlag Reuther 
und Reichard) die Schwierigkeit der Versuchsobjekte, Stimmung 
der Schüler, das Tempo, die Fehlerberechnung, Häufigkeit der 
Wiederholung, das Alter der Schüler, die Abwesenheit tüchtiger 
oder schwacher Schüler, Kurzsichtigkeit oder Schwerhörigkeit 
einzelner Kinder, Anzahl der Vorübungen u. s. w. — Doch ist 
auch zu bedenken, dass diese leider nicht immer zu beseitigenden 
Störungen bei der Prüfung jedes Rechenlehrmittels vorkommen 
und sich hierdurch gegenseitig aufheben. 
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19. Die Veransehaulichung der Rechenoperationen. 

Wie schon erwähnt, operieren wir beim Rechnen nicht mit 
einzelnen Einheiten, am allerwenigsten in deren Eigenschaft als 
Ordnungszahlen, sondern mit Grundzahlen. Daher müssen die 
Kinder im ersten Unterricht soweit gebracht werden, die Zahlen 
in ihrer Eigenschaft als: 8, 6, 5, 4 u. s. w. sofort zu erkennen, 
sowie in schneller Weise zu Summen zu vereinigen oder um 
solche zu vermindern. Wie das erste Rechnen vor sich geht, 
und welche Schwierigkeiten es nicht selten den kleinen Schul- 
anfängern bereiten muss, darüber giebt uns folgende Analogie 
genügenden Aufschluss. Wir setzen an die Stelle der Ziffern 

Buchstaben: 

1 2 3 u. s. w. 



abcde fgh 



Angenommen, wir sollten jetzt unter Bezugnahme auf diese 
für uns neuen Zahlbezeichnungen folgende Aufgaben lösen: Wie- 
viel ist d + b? b + f? h-d? k— e? b X <*? e X b? h:d? 
k:e? u. s. w., so wird uns schon bei der ersten Aufgabe klar, 
dass, sobald die Zahl, welche wir als d bezeichnen, genannt wird, 
wir erst wissen müssen, welche Vorstellung wir damit zu ver- 
binden haben, d. h. wir müssen Bezug auf die Anschauung nehmen. 
Wenn nun bisher manche Methodiker diese Anschauung als für 
den ersten Rechenunterricht zwecklos bezeichneten, so mögen sie 
doch einmal versuchen, wie sie es anfangen wollen, obige Auf- 
gaben ohne Anschauung zu lösen, d. h. dabei weder an Punkte 
noch sonstige Dinge zu denken. Ein Vor- und Nachsprechen des 
Resultates, wie b -f- d = f , b X d = h u. s. w. würde zwar 
gestatten, die Resultate gedächtmässig einzulernen, doch würde man 
dazu, wie schon oben gesagt wurde, 10 mal soviel Zeit nötig haben 
als beim Zurückgehen auf die Anschauung. Jene gedächtnismässig 
eingelernten Resultate wären blosse Phrasen, denen kein Urteil 
zu Grunde liegt. Was stellen wir uns nun unter d vor? Nicht 
etwa den dten Punkt 1 ), sondern alle Punkte von a bis d, des- 
gleichen unter b auch den Punkt a mit inbegriffen. Soll sich 

*) Ähnlich lehrt z. B. Lehrer Paul in seinem Rechengeländer. Nach ihm 
ist auch die Zahl 11 die 1 nach der 10, 12 die 2 nach der 10 u. s. f. Es 
würde sich aber gewiss jedermann, dem man 11 Mk. schuldete, beklagen, wenn 
man ihm nur 1 Mk. geben und die übrigen 10 für sich behalten wollte! 
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nun aus der Vereinigung von b + d eine neue Zahl ergeben, 
so müssen beide wieder als Ganzes aufgefasst werden: 



d +b 



oder übersichtlicher ## , # . , 

TT 4- Z ist 



Schwieriger noch wird die Sache, wenn b X d gelöst werden 
soll. Zuerst stellen wir uns unter b 2 Punkte, hierauf unter d 
4 Punkte vor und sind geneigt, zu urteilen d X b sei f. Dies 
ist aber unrichtig; d X b ist vielmehr h. Sobald wir das 
Operationszeichen X vernehmen, sind wir veranlasst, d nicht als 
Summen-, sondern als Mengen zahl aufzufassen. Die Aufgabe 
bedeutet demnach : Es sollen 2 Mengen gesetzt werden, von denen 
jede 4 enthält. Das Urteil d X b = f gründet sich demnach 
auf folgende Ur-Teile: 



Besser wäre es jedoch, die 2. Zahl als Mengenzahl aufzufassen 
und die Aufgabe so lösen zu lassen b (2 Punkte) d X ( = ^ X) 
gesetzt, giebt h (8 Punkte). Das Resultat ist ja dasselbe, die 
Lösung aber entschieden leichter, weil sich die erste Zahl in 
konkreter statt abstrakter Weise darbietet: 



An den gezeigten Aufgaben tritt uns zugleich der 
Vorteil einer Einfassung der Zahlen entgegen. Diese 
erst gestattet, sowohl jede konkrete Summenzahl, die 
Anzahl ihrer Mengen (die abstrakte Zahl oder den Mul- 
tiplikator), sowie das Produkt (Summe von gleichen 
Mengen) allezeit deutlich zu erkennen. Die Entwick- 
lung der Aufgabe ist dadurch gekennzeichnet. 

Die Addition. Beispiel: 4 + 4 = 8. 

Hier gilt es, die beiden Grundzahlen 4 + 4 jede als Gesamt- 
eindruck aufzufassen bezw. darzustellen. 4 + 4 bleibt jedoch 
immer nur 4 + 4; solange wenigstens, bis die Zusammen- 
fassung wirklich stattfindet. Erst nach der Vereinigung ist 

4 + 4 = 8. 
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Entwicklung der Aufgabe Vollendung und Beweis 

mit scharfer Trennung der durch Vereinigung zur 

Bestandteile: Grundzahl: 



um 



giebt vereinigt: 






Der letztere Vorgang, die Yereinigung zu einer neuen, 
grösseren Grundzahl muss natürlich mit denselben Einheiten 
der Aufgabe ausgeführt werden, wenn der Beweis ein wirklicher 
sein soll. 

Weiteres Beispiel: 8 + 4 = 12. 

Hier gilt es, aus dem 1. Zehner in den 2. hinein- 
zuschreiten. Die Grenze des Zehners muss deshalb dem 
Auge durch irgend ein ausserhalb der Einheiten liegen- 
des Merkmal gekennzeichnet sein. Dann ergiebt sich schon 
durch die Anschauung, dass es vorteilhaft ist, zu rechnen: 
8 + 2 = 10, -f 2 = 12; also ist 8 + 4 = 12. So leitet die 
Anschauung auch zur leichteren Auffassung der Opera- 
tionen an, indem sie den Kindern den Weg zeigt, 
welchen sie bei der Lösung einzuschlagen haben. 

Subtraktion. Beispiel: 6 — 2 = 4. 

Die Entwicklung ist folgende: Zuerst erscheint die 6 als 
Ganzes. Von ihr sollen 2 Einheiten verschwinden. Dies kann 
entweder durch Verdecken derselben mittelst der Finger (wir 
geben diesem Verfahren wegen seines charakteristischen Merkmals 
den Vorzug!) oder durch wirkliches Wegnehmen geschehen. Der 
Rest muss 4 sein: 




Bei der Aufgabe 12 — 8 = 4 findet wiederum ein Über- 
gang aus dem einen (hier dem 2.) Zehner in den andern statt. 
Es wird also gerechnet und durch die Anschauung bewiesen, dass 
12 — 2 = 10, 10 — 2 = 8, 12 — 4 also = 8 ist. 

Bemerkung: Im Anschluss an diese beiden ersten oder 
Gr-undoperationen füge ich sogleich noch einige methodische 
Winke hinzu. Im Unterricht empfiehlt es sich, der Addition und 
Subtraktion für je 4 Aufgaben denselben Zahlinhalt in gleicher 
Anordnung zu Grunde zu legen, etwa in folgender Weise: 



i 



i 
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Drei Bilder für die Aufgaben der Zahl 6. 

Addition (beide Zahlen sind deutlich abzutrennen). 



m 



5 + l 1 ) 4 4 2 

1 + 5 2 + 4 

Subtraktion 
6 




Unter Bezugnahme auf obige Aufgaben wird an der Grund- 
zahl 6 (nicht etwa an den obigen Additionsaufgaben) gerechnet: 

6 — 1 (rechts) 6 — 2 (r.) 6 — 3 (r.) 
6 - 5 (links) 6 -- 4(1) 6 - 3(1.). 

Hieraus erwächst der Vorteil, dass wir die zirka 
100 Additions- und Subtraktionsaufgaben zusammen- 
genommen auf nur 25 Grundaufgaben zurückführen 
können, und diese Vereinfachung, welche ihre Begrün- 
dung in der Konzentration hat, lässt die Zweierreihe 
wieder in einem besonderen Licht erscheinen. Dazu 
kommt noch der Umstand, dass die betreffenden Bilder in ihrer 
Anordnung durchaus charakteristische Merkmale an sich 
tragen, statt in ein ewiges Einerlei zu zerfliessen, wie dies bei 
der Einreihigkeit der Fall ist. 

Es ist empfehlenswert, nicht gleich die ganze Aufgabe 
mit Kesultat lösen zu lassen, sondern zuerst Gewicht auf die 
Operation zu legen. Wir veranschaulichen daher in der Praxis 
etwa so: 

Was steht hier? 5. Was rechts davon? 1. Wie werden wir 
demnach sprechen? 5 + (und betonen!) 1. Anschreiben und 
Einprägen des Operationszeichens. 2 ) Lest die Aufgabe umgekehrt: 

! ) Die Erkenntnis des Zahlinhaltes der Grundzahlen und der daraus gebildeten 
Aufgaben muss durch bezügliche, öfters anzustellende Vorübungen, die sich in 
erster Linie auf die Anschauung und in zweiter auf das Zählen gründen, zur 
Einprägung gelangen. Auch das Zerlegen (6 = soviel wie 5 + 1) kann 
man üben, sowie das Vergleichen. 

2 ) Durch häufige Diktate, anfangs in jeder Stunde, müssen den Kindern 
die Operationszeichen und Ziffern in Fleisch und Blut übergehen. Hier ein 
Beispiel eines solchen Diktates: 

1 + 1— 1+2 — 1 + 3 + 2 — 3 + 4 — 1+3— 4 + 2— In. s.w. 
Auf diese Weise besiegt der Lehrer die begleitende Schwierigkeit der Zahl, 
die Ziffer. 

Schneider, Die Zahl im grundlegenden Rechen Unterricht. Q 
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1 + 5. Jetzt richten wir die Aufgabe so ein, dass links 4 und 
rechts 2 steht (der Rechenapparat muss eine sofortige, 
deutliche Trennung natürlich gestatten!). Wie heisst jetzt 
die Aufgabe? 4 + 2. Umgekehrt? 2 + 4. Wir ändern sie 
nochmals um. Was steht links? 3, was rechts? Auch 3. Wie 
heisst die Aufgabe? 3 + 3. Rückwärts? 3 + 3. 

Zusammenfassung der Aufgaben, erst auf Grund der 
Anschauung, später auswendig: 

• 5 + 1; 1 + 5; 4 + 2; 2 + 4; 3 + 3; 3 + 3. 
Ebenso verfahren wir bei der Subtraktion: 

6 — 1 (1 rechts verdecken) 
6 — 5 (5 links „ ) 

6 — 2 (2 rechts „ ) 
6 — 4 (4 links „ ) 

6 — 3 (3 rechts „ ) 
6 — 3 (3 links „ ) 

Wiederholung und Einprägung. Erst nachdem diese 
Übungen in Fleisch und Blut übergegangen und sowohl münd- 
lich als auch schriftlich geübt worden sind, ist es angebracht, 
auch die Resultate dazu finden und aussprechen zu 
lassen. Verfrühtes Kopfrechnen ist dabei zu vermeiden! 

Multiplikation und Division. Beide Operationen sind 
nur Abkürzungen jener beiden Grundoperationen, des Addierens 
und Subtrahierens, zu welchen die Menschheit erst fortgeschritten 
ist, nachdem ihr das Vermehren und Vermindern durchaus ge- 
läufig war. Bei der Multiplikation werden, wie wir gesehen haben, 
gleiche Summen addiert. 4 X 2 ist daher 2 -|- 2+2 + 2 
oder 4 + 4, je nachdem die eine oder andere Zahl als Multiplikator 
aufgefasst wird. Die Veranschaulichung muss diesen Sachverhalt 
deutlich zeigen und auch der Entwicklung der Operation 
entsprechen. 

Entwicklung der Operation: Vollendung und Beweis: 

giebt vereinigt: 



Bei der Aufgabe 8:4 = 2 ist der Sachverhalt derselbe, 
nur die Operation ist umgekehrt. 8:4 = 2 heisst daher 
8 — 2 — 2 — 2 — 2, oder in anderen Worten : Die Zahl, welche 
sich von 8 = 4 X abziehen lässt, ist 2. Die Veranschaulichung 
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muss daher von der Grundzahl 8 ausgehen, diese in 4 Teile 
zerlegen und beweisen, dass jeder Teil 2 ist. 



Ausgang der Operation: 



Ende derselben: 



in 4 Teile geteilt 
ist jeder Teil 2: 



Die Teile müssen nach Art der Subtraktion nötigenfalls wirk- 
lieh abgezogen werden können, sodass hier die Thätigkeit des 
Wegnehmens gleicher Mengen 4 X ausgeführt werden kann. 
Vorteilhaft ist es, wenn der betreffende Apparat, mit welchem 
diese Operationen dargestellt werden, die Möglichkeit des Weg- 
nehmens beliebiger Teile zulässt. Zeichnerische Dar- 
stellungen, wie die hier oben beigefügten, können näm- 
lich die betreffenden Beweise nur mangelhaft führen, 
weil in ihnen wohl 2, aber nicht 3 Momente der Aufgaben- 
entwicklung Aufnahme finden können. Dazu kommt, dass sie 
nicht körperlicher, fühlbarer Natur sind. 

Wie das 1 X 1 ^ Zahlenkreis von 1 — 20 übersichtlich 
dargestellt wird, mögen folgende Beispiele zeigen: 



123456789 10 



1 X 2: 



3 



1 X 4: 



1 2 :\ 4 



1 X 5: 



I 



1 



Bern. Es ist prak- 
tisch, wenn der Rechen- 
apparat zugleich eine 
scharfe Trennung des 1. 
und 2. Zehners unter- 
scheiden lässt. Dies er- 
möglicht eine raschere 
Auffassung des Produkts. 



Aus dem bisher Gesagten leiten wir für die Beschaffenheit 
eines Rechenlehrmittels folgende Forderungen ab: 

1. Er muss gestatten, die Bestandteile einer Operation 
aus den zugehörigen Grundzahlen, nötigenfalls aber auch 
aus den bestehenden Einheiten darzustellen. 

2. Die Operationen müssen sich an ihm in rascher 
und sicherer Weise, d. h. so darstellen lassen, dass diese 
ohne Umschweife durch ihre wesentlichen Merkmale 

6* 
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veranschaulicht werden können. (Knopfapparate und 
Löcherbretter müssen wir daher ausschliessen !) 

3. Er soll gestatten, jede Operation ohne Umwege 
genau in ihrer Entwicklung darzustellen. 

4. Bei der Multiplikation und Division muss er nicht 
bloss die einzelnen Summenzahlen, sondern auch deren 
Mengen (die abstrakte Mengenzahl) deutlich hervor- 
zuheben gestatten. Wir betonen: Ebenso wichtig als 
die Veranschaulichung der Zahl ist auch die Ver- 
anschaulichung der Operationen! Die Lösung dieser 
Frage ist daher eine für die Praxis sehr wichtige! 

SO. Die Darstellung der Operationen seitens der Kinder. 

Nach den eben aufgestellten Forderungen kann es uns durch- 
aus nicht genügen, dass die Schüler die Veranschaulichung der 
Operationen seitens des Lehrers bloss beobachten und sich dabei 
iiur rezeptiv verhalten, wir müssen vielmehr fordern, dass diese 
sich selbst an ihrer Darstellung produktiv beteiligen. Zusammen- 
setzen, zerlegen, hinzufügen, wegnehmen, teilen, also: 
selbst-bilden, selbst-formen sollen die Schüler. Dies ist 
psychologisch durchaus begründet. Wir haben gesehen, dass die 
Zahlen nicht allein durch den Gesichtssinn und das Gehör, sondern 
zum wesentlichen Teil auch durch das Gefühl vermittelt werden. 
Werden die Zahlen von Seiten der Kinder bloss durch den Gesichts- 
sinn aufgefasst, so ist das eine einseitige, isolierte Veranschaulichung. 
Wesentlich ist auch ihre Auffassung durch den Tastsinn. Für 
das Verständnis der Operationen ist von Wichtigkeit, dass die 
Kinder die betreffenden Bewegungen selbst mit aus- 
führen, um sich dadurch die bezüglichen Bewegungs- 
vorstellungen zu eigen zu machen. Nur auf diese Weise werden 
tue Begriffe des „Und" (Hinzufügen), „Weniger" (Vermindern), 
„Mal" (Setzen gleicher Mengen) und „Geteilt-durch" (Zerteilen 
in gleiche Mengen) in ihnen Gestalt gewinnen. Es wäre einseitig, ja 
thöricht, zu glauben, zur Erlernung des ersten Rechnens gehöre bloss 
eine richtige Veranschaulichung der Zahl. Die Veranschaulich ung 
der Operationen, oder besser gesagt, ihre Vertief ung durch 
Heranziehen der beteiligten Sinne ist ebenso wichtig. 
Aus der Geschichte der Pädogogik sind uns folgende Belege 
für die Richtigkeit dee Gesagten von Interesse. Schon Comeniuö, 
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welchem die physiologische Psychologie unbekannt war, wies darauf 
hin, bei der Veranschaulichung möglichst alle beteiligten Sinne 
heranzuziehen, indem er sagte: Alles werde, soweit nur immer 
möglich, den Sinnen vorgeführt, nämlich das Sichtbare dem Gesicht, 
das Hörbare dem Gehör, das Fühlbare dem Tastsinn, und wenn 
etwas von mehreren Sinnen zugleich aufgefasst werden kann, so 
führe man es mehreren Sinnen zugleich vor. Aus solcher An- 
schauung entfaltet sich gewisses Wissen, es haftet mehr als 
hundertfältige Wiederholung 44 . 

Desgleichen sagt Kehr: „An der Rechenmaschine ist bloss 
der Lehrer thätig oder höchstens der eine oder andere Schüler. 
Um daher die grösstmöglichste Anschauung zu geben und zugleich 
die grösstmöglichste Thätigkeit herbeizuführen, gebe man jedem 
Schüler eine kleine Rechenmaschine in Gestalt kleiner Stäbchen, 
Steinchen in Haselnussgrösse in die Hand. Mit diesen Stäbchen 
oder Steinchen stellen sie die Aufgabe, welche der Lehrer giebt, 
selbst dar. Wir empfehlen dieses Anschauungsmittel aus eigener 
Erfahrung allen Lehrern aufs Wärmste." 

Ausserdem hat auch Fröbel das Verdienst, auf die Selbst- 
tätigkeit der Schüler, das Selbst-ßilden, Selbst-Formen und 
Selbst-Hantieren derselben hingewiesen und besonders für Kinder- 
gärten durchgeführt zu haben. 

Das oben genannte Kehr'sche Stäbchen- oder Steinchen- 
rechnen hat nur eine schwache Seite: Die Stäbchen oder 
Steinchen fallen unter die Bank, es entsteht Streit unter den 
Kindern, und so ist ein geordneter Unterricht unmöglich. Viel 
empfehlenswerter ist es daher, ihnen die kleine Ausgabe des- 
jenigen Apparates, an welchem der Lehrer vorbildet, in die Hand 
zu geben und sie zu veranlassen, das, was er vorzeigt, genau 
nachzubilden. An einen solchen kleinen Apparat (vergl. 
Schneidert Rechen -Federk astchen) müssten wir folgende 
Forderungen stellen: 

1. Der kleine Rechenapparat muss körperliche, 
deutlich fühlbare, zweireihig geordnete, bewegliche 
Einheiten enthalten, damit sie angefasst und fort- 
geschoben werden können. 

2. Er soll gestatten, jede Zahl des Kreises 1—20 
leicht und rasch als Ganzes darzustellen. Dies muss 
selbst bei grösseren Zahlen wie 14, 16, 18 u. s. w. der 
Fall sein. 
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3. Für die Darstellung und sinnliche Auffassung 
der Zahlen soll er geeignet sein, sowohl ihrem zeit- 
lichen als auch räumlichen Charakter zu entsprechen. 
Wünschenswert ist auch, dass vermittelst des Tast- 
sinnes nicht allein die Zahlen (gerade und ungerade), 
sondern auch der Zahlinhalt der Operationen (!) auf- 
gefasst werden kann. 

4. Die Einheiten dürfen weder verloren gehen, noch 
herunter fallen könnjen. 

5. Er muss jederzeit ohne besondere Vorbereitungen 
und Umschweife inThätigkeit gesetzt werden können und 

6. für den Einzel- wie Klassenunterricht geeignet 
sein! 



Berichtigung: 

S. 5, Zeile 2 (von oben) ist „Seeleninhalte" statt ,,Seelenkräfte" zu lesen. 
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